
第四章-插值与逼近
(4) 最佳平方逼近和最小二乘拟合
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问题背景

问题：找到一个函数 Pn（比如多项式）使得 Pn ≈ f

插值法的思路：我们对于部分节点数据 (xi , fi)，我们找到多项式 Pn(xi) = fi

我们需要量化距离，比如使用 D∞(Pn, f )，就此引出一致收敛的概念

插值法在实际问题中的限制：

▶ 对于带噪声的数据点不友好：如果 f̃i = fi +噪声，则插值 Pn(xi) = f̃i 显
得不是很合理

▶ 直接的插值法不太直接适合高维问题
▶ · · ·
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例子
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目标

逼近部分需要解决的问题：

▶ 对于既定的函数 f，找到最优的近似函数

▶ 基于数据，找到最优的近似函数

我们可以考虑不同类型的函数族，在本门课中，我们主要会集中于多项式

此处的知识可以延展到偏微分方程的数值解、以及机器学习问题
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具体情景

问题：我们不想使用任何高次多项式（高次往往意味着高代价）；给定最高 n
次，最佳的近似函数是什么？

参数化： Pn(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn；需要找到最好的系数 a0, a1, · · · , an

方法： 求解如下的优化问题

min
a0,a1,··· ,an

D(Pn, f )

其中 D(·, ·) 代表两个函数之间的距离/差异。

函数插值部分我们大量使用了 D∞：

优势 代表最大可能的误差

缺点 该选择不是很好求导
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出于易于求导数的原因，后续我们将使用 D2

将所有次数不超过 n 次多项式集合为 Hn；我们希望求解

∥f − P∗
n∥2 = min

P∈Hn
∥f − P∥2

= min
P∈Hn

√∫ b

a

(
f (x)− P(x)

)2 dx

最小化平方距离的函数 P∗
n 被称为 f 在区间 [a, b] 上的最佳平方逼近

注：若我们使用 D∞，此处类似的最佳多项式被称为最佳一致逼近多项式（课本 3.2
节）（不要求）。
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核心思路

考虑基函数 φk(x) = x k , 目标函数 f ∈ C [0, 1]。我们解如下的优化问题：

min
{ak}n

k=0

∫ 1

0

(
f (x)−

n∑
k=0

akφk(x)
)2

dx

= min
{ak}n

k=0

∫ 1

0
f (x)2 dx − 2

n∑
k=0

ak

∫ 1

0
f (x)φk(x) dx +

n∑
j,k=0

ajak

∫ 1

0
φk(x)φj(x) dx

为了简化符号，我们标记 Gj,k =
∫ 1

0
φk(x)φj(x) dx , dk =

∫ 1

0
f (x)φk(x) dx：

上述问题等价于求解 min
{ak}n

k=0

−2
n∑

k=0

akdk +
n∑

j,k=0

ajakGj,k

问题：为什么
∫ 1

0
f (x)2dx 在找最佳系数的过程可以被扔掉？
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我们需要优化的函数其实是一个二次函数：

min
{ak}n

k=0

−2
n∑

k=0

akdk +
n∑

j,k=0

ajakGj,k = L(a0, a1, · · · , an)

关于 ak 求导可知，

dL(a0, a1, · · · , an)

dak
= −2dk + 2akGk,k + 2

∑
j ̸=k

ajGk,j = −2dk + 2
n∑

j=0

Gk,jaj

局部极小值满足对于任何的 k，dL(a0,a1,··· ,an)
dak

= 0；再通过简化可得，

Ga = d

G =

G00 G01 · · · G0n
... ... ... ...

Gn0 Gn1 · · · Gnn

 a =

a0
...

an

 d =

d0
...

dn
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在这里我们需要计算

Gj,k =

∫ 1

0

φk(x)φj(x) dx dk =

∫ 1

0

f (x)φk(x) dx

对于 φk(x) = x k 的例子，我们可知

Gj,k =
1

k + j + 1

对应的矩阵G =


1
1

1
2

· · · 1
1+n

1
2

1
3

· · · 1
2+n... ... ... ...

1
n+1

1
n+2

· · · 1
2n+1

 是 Hilbert 矩阵
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练习

考虑 f (x) = 1 + x3，求它在区间 [0, 1] 上的一次最佳平方逼近多项式。请用
基函数 φ0(x) = x0, φ1(x) = x1，计算法方程中的 G 和 d。
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练习

考虑 f (x) = 1 + x3，求它在区间 [0, 1] 上的一次最佳平方逼近多项式。请用
基函数 φ0(x) = x0, φ1(x) = x1，计算法方程中的 G 和 d。

答案：G =

[
1 1/2
1/2 1/3

]
, d =

[
5/4
7/10

]
使用 {1, x} 为基函数

f
best
taylor

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

使用 {1, x , x2} 为基函数

f
best
taylor

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

12 / 34



对于两个函数 f , g，计算 ∫ b

a
f (x)g(x) dx

是一个常见的数学场景，它背后具有更多的基础理论
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函数的内积

根据对于不同节点 i 的权重，我们
可以定义一般的内积

⟨x, y⟩w =
n∑

i=1

xiyiwi

其中 wi > 0 代表权重

向量的大小

∥x∥2
=
√

x2
1w1 + x2

2w2 + · · ·+ x2
n wn

=
√

⟨x , x⟩w

假设在区间 [a, b] 上，ρ 是一个非
负函数，则 ρ可以类似承担权重的
作用。函数 f , g 的内积可以被定义
为：

⟨f , g⟩ρ =
∫ b

a
f (x)g(x)ρ(x) dx .

函数的 L2 范数：

∥f ∥2 =

√∫ b

a
f 2(x)ρ(x) dx =

√
⟨f , f ⟩ρ

注：当权重 ρ 可从上下文看出，或权重

可以是任意的，或 ρ = 1 时，我们为简化

有时用 ⟨f , g⟩ 来代替 ⟨f , g⟩ρ 15 / 34



对于向量，

⟨x, y⟩ = ⟨y , x⟩
⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩

⟨x1 + x2, y⟩ = ⟨x1, y⟩+ ⟨x2, y⟩
⟨x, x⟩ ≥ 0

当且仅当x = 0, ⟨x, x⟩ = 0.

Cauchy-Schwarz 不等式

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥2∥y∥2

三角不等式

∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2

对于函数，

⟨f , g⟩ = ⟨g , f ⟩
⟨cf , g⟩ = c⟨f , g⟩

⟨f1 + f2, g⟩ = ⟨f1, g⟩+ ⟨f2, g⟩
⟨f , f ⟩ ≥ 0

当且仅当f = 0, ⟨f , f ⟩ = 0.

Cauchy-Schwarz 不等式

|⟨f , g⟩| ≤ ∥f ∥2∥g∥2

三角不等式

∥f + g∥2 ≤ ∥f ∥2 + ∥g∥2
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对于向量，若 ⟨x, y⟩ = 0，我们称
x, y 正交（或者垂直）

若向量 x1, x2, · · · 满足两两互相垂
直，则称为正交向量组

对于函数，若 ⟨f , g⟩ = 0，我们称
f , g 正交（或者垂直）

为了强调权重 ρ，我们也会讲f , g
在 [a, b] 上带权 ρ 正交

若函数 φ0, φ1, · · · 满足两两互相垂
直，则称为正交函数族

若我们进一步有 ⟨φj , φk⟩ = δj,k，则
称 {φk} 为标准正交函数族

例子：在区间 [0, 1] 上，φk(x) =
cos(2πkx)，k = 0, 1, 2, · · · , 组成正
交函数族。
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一些性质

若

a1x1 + · · ·+ anxn = 0

当且仅当 a1 = a2 = · · · = an = 0，
则称向量 x1, x2, · · · , xn 线性无关

假设 φ0, φ1, · · · , φn−1 在区间 [a, b]
上连续，若

a0φ0 + a1φ1 + · · ·+ an−1φn−1 = 0

当且仅当 a0 = a1 = · · · = an−1 = 0
时成立，则称 φ0, φ1, · · · , φn−1 在
[a, b] 上线性无关。
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定理
φ0, φ1, · · · , φn−1 在 [a, b] 上线性无关的充要条件是 Cramer 行列式
det(Gn−1) ̸= 0,

Gn−1 =


⟨φ0, φ0⟩ ⟨φ0, φ1⟩ · · · ⟨φ0, φn−1⟩
⟨φ1, φ0⟩ ⟨φ1, φ1⟩ · · · ⟨φ1, φn−1⟩

...
...

...
...

⟨φn−1, φ0⟩ ⟨φn−1, φ1⟩ · · · ⟨φn−1, φn−1⟩
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问题 1：改写函数逼近的一般情况

考虑基函数 φk , 权重函数 ρ，目标函数 f ∈ C [a, b]。希望解如下的优化问题：

min
{ak}n

k=0

∫ b

a

(
f (x)−

n∑
k=0

akφk(x)
)2

ρ(x) dx

= min
{ak}n

k=0

⟨f , f ⟩ρ − 2

n∑
k=0

ak⟨f , φk⟩ρ +
n∑

j,k=0

ajak⟨φj , φk⟩ρ

为了简化符号，标记 Gj,k = ⟨φj , φk⟩ρ, dk = ⟨f , φk⟩ρ：

上述问题等价于求解 min
{ak}n

k=0

−2
n∑

k=0

akdk +
n∑

j,k=0

ajakGj,k
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最后通过求导可知，我们仅需求解

n∑
j=0

Gk,jaj = dk 法方程

即求解

Ga = d
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问题 2：计算误差
若已经求解到最佳的系数 a∗

0, a∗
1, · · · , 且最佳的近似函数标记为 P∗

n

∥f − P∗
n∥

2
2 = ⟨f − P∗

n , f − P∗
n⟩

= ⟨f , f ⟩ − 2dT a∗ +
(
a∗)T Ga∗,

由于最佳系数满足法方程

Ga∗ = d

因而

∥f − P∗
n∥

2
2 = ⟨f , f ⟩ − dT a∗ = ⟨f , f ⟩ −

n∑
k=0

dka∗
k
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最小二乘

假设我们有数据点 (xi , yi), i = 0, 1, 2, · · · ,m，我们希望找到一个函数 S 使得
误差 δi = S(xi)− yi 最小化

∥δ∥∞ 的问题：计算困难

∥δ∥∞ = max
0≤i≤m

|δi | → 导数不好求

∥δ∥2 =
√

δ20 + δ21 · · ·+ δ2m → 导数好求
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我们假设 S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x) (n < m)

min
S

∥δ∥22 = min
S

m∑
i=0

[S (xi)− yi ]
2 = min

S

m∑
i=0

[ n∑
j=0

ajφj (xi)− yi

]2
最优的函数（即最小化误差）标记为 S∗

更一般地，

∥δ∥22 =
m∑

i=0

ω (xi)︸ ︷︷ ︸
权重

( n∑
j=0

ajφj(xi)− yi

)2

= L (a0, a1, . . . , an)

ω 的选择取决于具体的问题；比如可以根据数据的可信度、重复实验的次数
等因素来附上权重 ω
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∂L
∂ak

= 2
m∑

i=0

ω (xi)

( n∑
j=0

ajφj (xi)− yi

)
φk (xi) = 0

我们引入一些符号来简化一下：

⟨φj , φk⟩
定义为
=

m∑
i=0

ω(xi)φj(xi)φk(xi)

⟨f , φk⟩
定义为
=

m∑
i=0

ω(xi)yiφk(xi)
标记为
= dk
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上述的方程可以写成矩阵的形式 Ga = d

a =


a0
a1
...

an

 d =


d0

d1
...

dn

 G =


⟨φ0, φ0⟩ ⟨φ0, φ1⟩ . . . ⟨φ0, φn⟩
⟨φ1, φ0⟩ ⟨φ1, φ1⟩ . . . ⟨φ1, φn⟩

... ... ...
⟨φn, φ0⟩ ⟨φn, φ1⟩ . . . ⟨φn, φn⟩


由于基函数 φ0, φ1, · · · , φn 线性无关，因而 |G| ̸= 0，故而方程组有唯一解

备注（不要求）：若函数的最佳平方逼近中 ρ =
∑n

i=0 ω(xi)δ(x − xi)，则变成了这里的最小二

乘逼近；课本 (3.4) 节和 (3.6) 节讲的是一回事。
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非多项式的最小二乘拟合

若我们希望拟合 y(x) = aeb/x，a, b 为参数

ln y = ln a +
b
x

令 t =
1

x
ln y = ln a + bt

可以先将数据变成
(
1
xi
, ln yi

)
再做线性拟合 (详见例题 3.6）。
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多元函数的最小二乘拟合

给定 m + 1 个 d 维的数据 x i =
[
xi ,1 xi ,2 · · · xi ,d

]
和函数值 yi (0 ≤ i ≤ m)

我们可以类似推广：对于一个多元函数 f (x1, x2, · · · , xd)，希望找到最佳的

Sn(x1, x2, · · · , xd) =
n∑

k=0

akφk(x1, x2, · · · , xd), n ≤ m

使得如下的误差最小

min
a0,a1,··· ,an

m∑
i=0

ωi

(
yi − Sn(x1,i , x2,i , · · · , xd ,i)

)2
此处的最小二乘拟合的参数化方式对于高维数据并不高效。对于高维问题，
所需要的基函数的个数可能关于 d 呈现指数递增关系（维数灾难）
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给定 m +1 个 d 维的数据 x i =
[
xi ,1 xi ,2 · · · xi ,d

]
和函数值 yi (0 ≤ i ≤ m)

例子：d 是维数，x i 是一张图片，yi 是某个属性（比如图片的类别）；则我们
希望找到一个带参数的函数族 Sθ 使得如下的误差最小化：

min
θ

m∑
i=0

ωi

(
yi − Sθ(x1,i , x2,i , · · · , xd ,i)

)2
常见的例子是 ωi =

1
m+1
。这其实就是一个十分典型的机器学习问题；只是

Sθ 一般是用非线性的神经网络来构造。

前面提到的最小二乘可以被理解为一个参数线性化的网络。
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总结

▶ 我们希望找到 n 次多项式 P∗
n 来近似 f：

∥f − P∗
n∥2 = min

P
∥f − P∥2

▶ 该问题变成求解法方程（一个线性方程组）：

Ga = d

▶ 基于数据的最小二乘拟合具有类似的形式

解线性方程组如果想要解比较精确，我们会希望 cond(G) 不是很大。而
φk(x) = x k 对应的 Hilbert 矩阵 G 的条件数随着 n 快速变大，那么我们该如
何解决？
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