
第六章：常微分方程
(2)：Runge-Kutta (RK)
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背景

之前基于欧拉格式和其改造的方法仅具有一阶，或者两阶收敛。

目标：设计更加高阶的格式（主要侧重于 Runge-Kutta)

▶ 了解 Runge-Kutta 的构造形式

▶ 能对 Runge-Kutta 算法验证局部截断误差、以及分析稳定性区间

⋄ 能将涉及高阶导数的方程变成常微分方程组

⋄ 并掌握如何使用欧拉法、RK 法来数值求解常微分方程组
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思路 1：泰勒展开
考虑泰勒展开：

y (xk+1) = y (xk) + y ′ (xk) h +
y ′′ (xk)

2
h2 + · · ·+ y (p) (xk)

p! hp +O
(
hp+1

)
其中，

y ′(x) = f
(
x , y(x)

)
=: g1

(
x , y(x)

)
y ′′(x) = ∂x f

(
x , y(x)

)
+ ∂y f

(
x , y(x)

)
f
(
x , y(x)

)
=: g2

(
x , y(x)

)
y ′′′(x) = ∂xx f

(
x , y(x)

)
+ 2∂xy f

(
x , y(x)

)
f
(
x , y(x)

)
+ ∂yy f

(
x , y(x)

)(
f
(
x , y(x)

))2

+ ∂y f
(
x , y(x)

)
∂x f

(
x , y(x)

)
+
(
∂y f

(
x , y(x)

))2
f
(
x , y(x)

)
=: g3

(
x , y(x)

)
y (p) (p ≥ 3) 涉及比较复杂的 f 的高阶导数的组合。
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由于真实的解满足

y(xk+1) = y(xk) +

p∑
k=1

gk
(
xk , y(xk)

)
k ! hk +O

(
hp+1

)
我们可以构造一个 p 阶精度的格式：

yk+1 = yk +

p∑
k=1

gk
(
xk , yk

)
k ! hk

该方法的问题是：由于 gk 在 k ≥ 3 时一般而言比较复杂，我们希望找到一
个更简洁的方法，即不去提前求 f 的高阶导数。
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思路 2：不同的斜率做线性组合

我们考虑局部截断误差；假设 y(xk) = yk，

y(xk+1)− y(xk) =

∫ xk+1

xk

y ′(x) dx

≈ h
(
λ1y ′(xk) + λ2y ′(xk + αh)

)
改个符号
= h

(
λ1K1 + λ2K2

)
其中，λ1, λ2, α 为待定系数；K1 = f (xk , yk)，

K2 = f
(
xk + αh, y(xk + αh)

)
≈ f

(
xk + αh, yk + αhK1

)
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至此，我们猜测是否可以构造格式：

yk+1 = yk + h
(
λ1K1 + λ2K2

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk + αh, yk + αhK1)

我们自然希望该格式的局部截断误差的精度足够高（过程类似求积公式中希
望代数精度足够高）。
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我们对真解做泰勒展开：

y(xk+1) = yk + hf (xk , yk) +
h2

2

(
∂x f (xk , yk) + ∂y f (xk , yk)f (xk , yk)

)
+O

(
h3
)

我们对 K2 做泰勒展开：

K2 = f (xk , yk) + ∂x f (xk , yk)αh + ∂y f (xk , yk)αhf (xk , yk) +O
(
h2
)

因此，

yk+1 = yk + hλ1f (xk , yk)

+ hλ2

(
f (xk , yk) + ∂x f (xk , yk)αh + ∂y f (xk , yk)αhf (xk , yk) +O

(
h2
))

= yk + h(λ1 + λ2)f (xk , yk) + αλ2h2∂x f (xk , yk) + αλ2h2∂y f (xk , yk)f (xk , yk) +O
(
h3
)

通过对比，我们需要

λ1 + λ2 = 1, α λ2 =
1

2
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二阶 Runge-Kutta 格式

yk+1 = yk + h
(
λ1K1 + λ2K2

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk + αh, yk + αhK1)

其中

λ1 + λ2 = 1, α λ2 =
1

2

选择 1：α = 1, λ1 = λ2 =
1
2

该格式其实就是改进的 Euler 格式

选择 2：α = 1/2, λ2 = 1, λ1 = 0
（有点类似积分中的矩形格式，有时被称为变形的 Euler 格式）
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练习： 对任意的二阶显式 Runge-Kutta，给出稳定性区间。
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三阶 Runge-Kutta

yk+1 = yk + h
(
λ1K1 + λ2K2 + λ3K3

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk + αh, yk + αhK1)

K3 = f
(

xk + βh, yk + βh(rK1 + sK2)
)

通过选择待定系数 λ1, λ2, λ3, α, β, r , s 使得局部截断误差越小越好。计算可得

λ1 + λ2 + λ3 = 1 α2λ2 + β2λ3 =
1

3
r + s = 1

αλ2 + βλ3 =
1

2
λ3αβs =

1

6
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取 λ1 =
1
6
, λ2 =

4
6
, λ3 =

1
6
, α = 1/2, β = 1, r = −1, s = 2

我们可得如下具体的格式

yk+1 = yk + h
(1
6

K1 +
4

6
K2 +

1

6
K3

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk +
1

2
h, yk +

1

2
hK1)

K3 = f
(

xk + h, yk − hK1 + 2hK2

)

四阶 Runge-Kutta 格式：请自行看课本 5.3.5
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一般的显式 Runge-Kutta 格式
更一般地，我们可以考虑如下的格式：

yk+1 = yk + h
M∑

i=1

λiKi

Ki = f
(
xk + cih, yk + h

i−1∑
j=1

ai ,jKj
)

Butcher Tableau：（不要求）
0
c2 a21
c3 a31 a32
...

cM aM,1 aM,2 · · · aM,M−1

λ1 λ2 · · · λM−1 λM 15 / 22
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实际问题往往需要引入多个变量

例如对 q̈(x) = −V ′(q(x))，q(0) = q0, q′(0) = p0，我们可以改写成

q̇(x) = p(x)
ṗ(x) = −V ′(q(x))

我们可以再写成 y(x) =
[
q(x)
p(x)

]
，

ẏ(x) =
[

p(x)
−V ′(q(x))

]
= f

(
x , y) y(0) =

[
q0

p0

]
此时，函数 f 具有输入 x ∈ R, y ∈ R2, 以及输出 f (x , y) ∈ R2
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练习： 考虑问题 d4q(x)
dx4 = g

(
x , q(x)

)
，请把该涉及高阶导数的方程改写成常

微分方程组。
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一般情景

y =


y (1)

y (2)

...
y (d)

 , f (x , y) =


f1(x , y)
f2(x , y)

...
fd(x , y)


我们需要解微分方程组：

ẏ(x) = f
(
x , y

)
欧拉格式 yk+1 = yk + hf (xk , yk) 变成 yk+1 = yk + hf (xk , yk) 即可。
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二阶 Runge-Kutta

yk+1 = yk + h
(
λ1K1 + λ2K2

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk + αh, yk + αhK1)

对于方程组变成了

yk+1 = yk + h
(
λ1K1 + λ2K2

)
K1 = f (xk , yk)

K2 = f (xk + αh, yk + αhK1)
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总结

▶ 了解 Runge-Kutta 的构造形式

▶ 能对 Runge-Kutta 算法验证局部截断误差，以及分析稳定性区间

▶ 能将涉及高阶导数的方程变成常微分方程组

▶ 并掌握如何使用欧拉格式、RK 格式等方法来数值求解常微分方程组
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