
第六章：常微分方程
(1)：欧拉法
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问题背景

目标是求解某个函数 y，满足限制条件 y ′(x) = f
(
x , y(x)

)
, y(t0) = y0

▶ 我们需要的解是一个函数 y：比如在时间 x ∈ [t0, t1] 之间，物体的位移
y(x)

▶ 这类方程的应用十分广泛：行星轨道的预测、飞行器的轨迹建模、化学
反应、生物...

▶ 上述的函数 f 是给定的（比如是由牛顿定理得到），未知的量是函数 y

▶ 在本章中 x 是一维的量（可以理解为时间）、y(x) 是一个 d 维向量（本
章中主要侧重于掌握 d = 1 的情况）
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例子 1：放射性元素的衰变
假设物质的浓度为 y(x)，其中 x 为时间，通常我们可以用如下方程来描述：

dy(x)
dx = −λy(x), y(0) = y0

它具有解析解：y(x) = y0e−λx。

其中，若物质衰变为原来浓度的一
半：1

2
= e−λx，可得时间为 x = ln(2)

λ
。

该时长 ln(2)
λ
为半衰期。

常微分方程通常不具有、或者很难
得到解析解。 0 1 2 3 4 5
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Solution to the ODE  dy
dx = 2y

y(t)
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例子 2：行星轨迹
假设我们观测的问题中主要仅有两个星体（质量分别为 m1,m2）

m1r̈ 1 =
Gm1m2

∥r 1 − r 2∥2
· r 2 − r 1
∥r 2 − r 1∥

m2r̈ 2 = − Gm1m2

∥r 1 − r 2∥2
· r 2 − r 1
∥r 2 − r 1∥

如果我们引入速度 v i = ṙ i （i = 1, 2），则



ṙ 1 = v1

ṙ 2 = v2

v̇1 =
Gm2

∥r 1 − r 2∥3
(
r 2 − r 1

)
v̇2 =

Gm1

∥r 1 − r 2∥3
(
r 1 − r 2

)
=⇒

ẏ = f (x , y), y =


r 1
r 2
v1

v2



f (x , y) =


v1

v2
Gm2

∥r1−r2∥3
(
r 2 − r 1

)
Gm1

∥r1−r2∥3
(
r 1 − r 2

)


URL: https://scienceworld.wolfram.com/physics/Two-BodyProblem.html 5 / 35



数值解法：

由于需要求解的 y 是一个函数，且一般而言没有解析解，因而我们希望来对
于离散的节点 x0 < x1 < · · · < xn 得到对于 y(xj) 的近似值（0 ≤ j ≤ n）

▶ 本章主要考虑情况 xk = x0 + kh，其中 h 为时间步长

比如，我们考虑时间区间 [a, b]，则可以取 x0 = a, 步长 h = b−a
n ，节点

xk = x0 + kh。

▶ 对于 ODE 的假设：对于任意的 x ∈ [a, b]，任意的 y , y ′ ∈ R，假设 f 满
足条件

|f (x , y)− f (x , y ′)| ≤ L|y − y ′| (1)

其中，L 是某个参数。
注：该条件可以保证 ODE 有唯一解，且能够简化后续误差分析。
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二元函数的 Taylor 展开

考虑多元函数 f = f (x , y)，则

f (x , y) = f (x0, y0)+∂x f (x0, y0)(x − x0) + ∂y f (x0, y0)(y − y0)+

+
1

2
∂xx f (x0, y0)(x − x0)2+

+ ∂xy f (x0, y0)(x − x0)(y − y0)

+
1

2
∂yy f (x0, y0)(y − y0)2

+ · · ·
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我们标记 h = x̃ − x0, ℓ = ỹ − y0，则

f (x̃ , ỹ) =f (x0 + th, y0 + tℓ)|t=1

=f (x0, y0) +
(
h∂x + ℓ∂y

)
f
∣∣
(x0,y0)

+
1

2

(
h∂x + ℓ∂y)

2f
∣∣
(x0,y0)

+ · · ·
=f (x0, y0) + ∂x f (x0, y0)h + ∂y f (x0, y0)ℓ+

1

2

(
∂xx f (x0, y0)h2 + 2∂xy f (x0, y0)hℓ+ ∂yy f (x0, y0)ℓ2

)
+ · · ·

所以该展开其实可以用二项式的展开公式来记忆
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练习： f (x , y) = ex sin(y)，请对于 (x , y) 在点 (x0, y0) = (0, 0) 附近计算
Taylor 展开（仅到 x , y 的平方项即可）

答案：y + xy
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假设我们已知 y(x0)，则

y(x1)− y(x0) = y ′(x0)(x1 − x0) +
y ′′(x0)

2
(x1 − x0)2 + · · ·

若 x1 − x0 非常小，则我们可以忽略绿色部分的项，进而得到近似

y(x1) ≈ y(x0) + f
(
x0, y(x0)

)
(x1 − x0)

我们将近似值标记为 y1，则

y(x1) ≈ y1
选择为
= y(x0) + f

(
x0, y(x0)

)
(x1 − x0)
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欧拉格式

当我们需要计算 y(x2) 时，我们类似通过 Taylor 展开得到

y(x2) ≈ y(x1) + f
(
x1, y(x1)

)
(x2 − x1)

然而我们不知道真实值 y(x1)。因此替代 y(x1) 为之前得到的近似值 y1

y(x2) ≈ y2
选择为
= y1 + f (x1, y1)(x2 − x1)

对于一般的情况

y(xk+1) ≈ yk+1 = yk + f (xk , yk)(xk+1 − xk)

此处的递推关系被称为欧拉格式。
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例题：考虑 ODE y ′(x) = f
(
x , y(x)

)
= λy(x)，y(0) = y0；我们考虑时间区间

[0,T ]，以及等距节点 xk = k T
n，请使用欧拉格式写出 yn 的表达式，并且证

明当我们取足够多的点 n → ∞，yn 会收敛至真解 y(T ) = y0 exp(λT )。

此处的误差 |y(T )− yn| 被称为整体截断误差；直接研究整体截断误差比较
复杂，我们可以把问题简化为研究局部截断误差。 14 / 35



局部截断误差

我们假定 yk = y(xk) 是精确的，我们考虑∣∣ yk+1︸︷︷︸
数值格式的预测

− y(xk+1)︸ ︷︷ ︸
真实值

∣∣

真解的 Taylor 展开 y(xk+1) = y(xk) + y ′(xk)(xk+1 − xk) +
y ′′(ξ)

2

(
xk+1 − xk)

2

欧拉格式 yk+1 := yk + f (xk , yk)(xk+1 − xk)

因此，误差为

y(xk+1)− yk+1 =
y ′′(ξ)

2

(
xk+1 − xk)

2 ≈ y ′′(xn)

2

(
xk+1 − xk)

2

由此可见，欧拉格式的局部截断误差为 O(h2)
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局部截断误差 =⇒ 整体截断误差

定理
考虑时间区间 [a, b]，并且为简化，我们使用均匀的时间步长 h = b−a

n 。

如果有一种方法的局部截断误差为 O(hp+1)，（在一定条件下）其整体截断误
差 |yn − y(b)| = O(hp)，因而我们称该方法具有p 阶精度。

▶ 欧拉格式 具有 O(h2) 的局部截断误差，其整体截断误差则为 O(h)（即
一阶算法）

▶（视角：和积分问题的关联）考虑特殊的 ODE y ′(x) = f (x)，即本质为积
分问题。若局部截断误差为 O(hp+1)，其实就是在每个小区间的积分误
差为 O(hp+1)；由于积分的总误差是累积的，因此最终的误差为 O(hp)

▶ 具体的证明见课堂，或参考课本 5.4 章
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假设我们已知 y(x0)，则

y(x0)− y(x1) = y ′(x1)(x0 − x1) +
y ′′(x1)

2
(x0 − x1)2 + · · ·

若 x1 − x0 非常小，则我们可以忽略绿色部分的项，进而得到近似

y(x1) ≈ y(x0) + f
(
x1, y(x1)

)
(x1 − x0)

即 y(x1) 近似是方程 z = y(x0) + f (x1, z)(x1 − x0) 的零点（其中 z 是此处方
程的变量）。

我们将该零点标记为 y1，则

y(x1) ≈ y1 y1 = y(x0) + f
(
x0, y1

)
(x1 − x0)
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后退欧拉格式

类似的，

y(x2) ≈ y(x1) + f
(
x2, y(x2)

)
(x2 − x1)

但是 y(x1) 的真实值我们不知道，因此，我们进一步使用

y(x2) ≈ y1 + f
(
x2, y(x2)

)
(x2 − x1)

因此，我们得到

y(x2) ≈ y2 y2 = y1 + f
(
x2, y2

)
(x2 − x1)

对于一般的情况

y(xk+1) ≈ yk+1, yk+1 = yk + f (xk+1, yk+1)(xk+1 − xk)

此处的递推关系被称为后退欧拉格式。
19 / 35



显式和隐式

欧拉格式

yk+1 = yk + f (xk , yk)(xk+1 − xk)

递推的过程不需要解方程，只要直接计算数值，这类格式被称为显式

后退欧拉格式

yk+1 = yk + f (xk+1, yk+1)(xk+1 − xk)

递推的过程需要解方程的零点，这类格式被称为隐式

一般而言，为了解该方程的零点，我们选初值为 yk，并且可以通过迭代
法/牛顿法来求解方程的零点。
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练习： 假设 f 满足 Lipschitz 条件，即前面的公式(1)，问步长 h 需要怎么取
使得通过 (直接的)迭代法求解后退欧拉格式

yk+1 = yk + f (xk+1, yk+1)h

时是收敛的？我们假设 xk+1 = xk + h。

答案：h < 1/L
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截断误差

我们假定 yk 是精确的，我们希望类似量化局部截断误差 |yk+1 − y(xk+1)|
对于后退的欧拉格式，

y(xk+1) = y(xk) + y ′(xk)h +
y ′′(xk)

2
h2 +O

(
h3
)

yk+1 := yk + f (xk+1, yk+1)h
= yk + f (xk , yk)h + ∂x f (xk , yk)h2 + ∂y f (xk , yk)h(yk+1 − yk) +O

(
h3
)

= yk + f (xk , yk)h + ∂x f (xk , yk)h2 + ∂y f (xk , yk)f (xk+1, yk+1)h2 +O
(
h3
)

= yk + f (xk , yk)h + ∂x f (xk , yk)h2 + ∂y f (xk , yk)f (xk , yk)h2 +O
(
h3
)

因此，误差为

y(xk+1)− yk+1 = −y ′′(xk)h2

2
+O

(
h3
)

后退欧拉格式的局部截断误差 = O(h2) → 整体截断误差为 O(h)
即该格式为一阶收敛 22 / 35



例题：考虑 ODE y ′(x) = f (x , y(x)) = λy(x)，y(0) = y0；我们考虑时间区间
[0,T ]，以及等距节点 xk = k T

n，请使用后退欧拉格式写出 yn 的表达式，并
且证明当我们取足够多的点 n → ∞，yn 会收敛至真解 y(T ) = y0 exp(λT )。
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我们通过前面知道

y(xk+1)− yF
k+1 =

y ′′(xk)h2

2
+O

(
h3
)

前向欧拉格式的局部截断误差

y(xk+1)− yB
k+1 = −y ′′(xk)h2

2
+O

(
h3
)

后退欧拉格式的局部截断误差

其中，

yF
k+1 = yk + f (xk , yk)h yB

k+1 = yk + f (xk+1, yB
k+1)h

类似 Richardson 加速法的思路，我们似乎可以构造一个新算法：

y(xk+1) =
1

2

(
yF

k+1 + yB
k+1

)
+O

(
h3
) 带入表达式

= yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f (xk+1, yB

k+1)
)
+O

(
h3
)

=yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, y(xk+1)

))
+O

(
h3
)

因此，我们构造如下的梯形格式：

yk+1 = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, yk+1

))
25 / 35



误差分析

由前一页可知，

ODE 真解 y(xk+1) = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, y(xk+1)

))
+ Ek Ek = O

(
h3
)

梯形公式 yk+1 = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, yk+1

))
因此，误差

|y(xk+1)− yk+1| ≤
h
2

∣∣f (xk+1, y(xk+1))− f
(
xk+1, yk+1

)∣∣+ Ek

≤ Lh
2
|y(xk+1)− yk+1|+ Ek

我们考虑 h 足够小使得 Lh/2 < 1，则

|y(xk+1)− yk+1| ≤
Ek

1− Lh/2 = O
(
h3
)

因此，梯形格式具有二阶收敛 26 / 35



练习

练习： 对于梯形格式

yk+1 = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, yk+1

))
如果我们使用直接的迭代法来计算 yk+1，则迭代法收敛的条件是什么？

答案：h < 2
L
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格式 类比于积分 局部截断误差 精度

（前向）欧拉 使用左端点 = y ′′(xk)
2 h2 +O

(
h3
)

1

后退欧拉 使用右端点 = − y ′′(xk)
2 h2 +O

(
h3
)

1

梯形格式 使用左右端点（类似积分
的梯形公式）

O
(
h3
)

2
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练习： 梯形格式 yk+1 = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f

(
xk+1, yk+1

))
是隐式还是显式？

改进的思路：由于上述的解 yk+1 − y(xk+1) = O(h3), 而欧拉格式
yF

k+1 := yk + hf (xk , yk) 满足 yF
k+1 − y(xk+1) = O(h2)，因此若我们替代红色部

分 yk+1 为 yF
k+1 后，局部截断截断误差不改变

改进的欧拉格式：

ȳk+1 = yk + hf (xk , yk)

yk+1 = yk +
h
2

(
f (xk , yk) + f (xk+1, ȳk+1)

)
此处的改进的欧拉格式变成了显式格式。
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定义 (稳定)
若一种方法对于节点处 ym 上的小误差 δ，在之后的节点 yj (j > m) 上误差
不超过 δ，则称该方法是稳定的。

这个概念很重要，但具体的量化很复杂，所以一般而言，我们会在基准例子
y ′(x) = λy(x) （λ < 0）上做测试
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对于欧拉格式，yk+1 = (1 + λh)yk，所以 ek+1 = (1 + λh)ek

稳定性的条件是 h ≤ 2
−λ
，我们称此为 条件稳定

对于后退欧拉格式，yk+1 =
1

1−hλyk，所以 ek+1 =
1

1−hλek

由于对任何 h > 0, λ < 0, 我们都有 0 < 1
1−hλ < 1，

因此，我们称此为 恒稳定或无条件稳定

练习：请对于梯形格式和改进的欧拉格式分别写出稳定的条件
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总结

▶ 掌握 4 种格式，并且能用它们计算 ODE 的解

▶ 能分析它们的局部截断误差，以及收敛阶；知道第16页的定理

▶ 掌握显式和隐式格式的区别

▶ 能计算稳定性区域（或者说稳定性条件）
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