
第五章：数值积分
(3)：高斯求积

1 / 20



目录

1. 背景

2. 高斯求积公式

3. 高斯求积公式的余项和稳定性

4. 带权的 Gauss 公式

5. 总结

2 / 20



在机械求积公式中： ∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑
k=0

Ak f (xk)

我们已经学习了 Newton-Cotes，其中该方法固定了 x0, x1, · · · , xn，仅仅考虑
找寻最好的 Ak，即

Ak =

若对 xk ,Ak，(k = 0, 1, 2 · · · , n) 我们不加任何的限制：
我们共有待定系数 个，故而我们可以猜测如果我们同时优化
{(xk ,Ak)}n

k=0 最高可以至少到 次代数精度。
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定义 (高斯点)
若公式

∫ b
a f (x)dx ≈

∑n
k=0 Ak f (xk) 具有 2n + 1 次代数精度，则称其节点

{xk}n
k=0 为高斯点，而这类求积公式被称为高斯求积公式
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方法 1：联列方程组

假如我们考虑简单情况 n = 0，未知系数为 x0,A0，我们需要∫ b

a
1 dx = A0

∫ b

a
x dx = A0x0

我们可知：

A0 = b − a x0 =
1

2
(a + b)

即矩形公式。
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考虑情况 n = 1，我们具有 4 个未知数，我们需要解∫ b

a
1 dx = A0 + A1

∫ b

a
x dx = A0x0 + A1x1∫ b

a
x2 dx = A0x2

0 + A1x2
1

∫ b

a
x3 dx = A0x3

0 + A1x3
1

我们可以通过软件的辅助得到：

x0 =
1

6

(
3a + 3b −

√
3(b − a)

)
, x1 =

1

6

(
3a + 3b +

√
3(b − a)

)
, A0 = A1 =

1

2
(b − a)

若我们取 a = −1，b = 1，我们可以得到

x0 = − 1√
3
, x1 =

1√
3
, A0 = A1 = 1
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方法 2

我们分两步走：先确定 x0, x1, · · · , xn，再确定 A0,A1, · · · ,An，在这个过程中
我们必然希望取

Ak =

∫ b

a
ℓk(x) dx

其中 ℓk 是关于节点 x0, x1, · · · , xn 的拉格朗日插值多项式的基函数。
因为未知系数为 x0, x1, · · · , xn，我们需要满足对任何的 f (x) = xm

(n + 1 ≤ m ≤ 2n + 1)，具有
∫ b

a f (x) dx =
∑n

k=0 Ak f (xk)
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对于任何的 f (x) = xm （其中 n + 1 ≤ m ≤ 2n + 1）

0
要求
=

∫ b

a
f (x) dx −

n∑
k=0

Ak f (xk) =

∫ b

a
f (x)−

n∑
k=0

f (xk)ℓk(x) dx

=

∫ b

a
f [x0, x1, · · · , xn, x ]︸ ︷︷ ︸

P

ω(x) dx

选 f (x) = xn+1, 可知 P 为 0 次多项式，即得到条件 0 =
∫ b

a ω(x) dx
选 f (x) = xn+2，可知 P 为 1 次多项式，即得到条件 0 =

∫ b
a xω(x) dx

...
选 f (x) = x2n+1，可知 P 为 n 次多项式，即得到条件 0 =

∫ b
a xnω(x) dx
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因前一页的推理可知：

定理
节点 xk 为 Gauss 点的充要条件为对于任何次数不超过 n 的多项式 P 和
ω(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) 垂直。

假设我们取一个特殊情况 a = −1, b = 1：ω 为 n + 1 次多项式，且最高次的
项为 xn+1，它又和任何的 n 次多项式垂直，因而，ω(x) = P̃n+1(x)（即
Legendre 多项式）

因此，对此特例，高斯点 x0, x1, · · · , xn 为 Legendre 多项式 P̃n+1 的零点
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▶ P1(x) = x =⇒ x0 = 0

=⇒ A0 = 2

▶ P2(x) = 3x2−1
2

=⇒ x0 = − 1√
3
, x1 = 1√

3

=⇒ A0 = A1 = 1

▶ P3(x) = 5x3−3x
2

=⇒ x0 = −
√
15
5
, x1 = 0, x2 =

√
15
5

=⇒ A0 =
5
9
, A1 =

8
9

A2 =
5
9
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高斯求积公式的余项

定理 (高斯求积公式的余项)

R(x) =
∫ b

a
f (x)dx −

n∑
k=0

Ak f (xk) =
f (2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ b

a
ω2(x) dx

证明：见课本或课堂
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高斯求积公式的稳定性

定理
高斯求积公式的系数 Ak 全是正的。

证明.
0 <

∫ b
a ℓ2k(x)dx =

∑n
i=0 Aiℓ

2
k (xi) = Ak

定理 (稳定性)
若我们使用 f ∗

k 来近似 f (xk)，则

|I∗n − In| ≤ (b − a) max
0≤k≤n

|f ∗
k − fk |,

其中 I∗n =
∑n

k=0 Ak f ∗
k , In =

∑n
k=0 Ak fk。
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∫ b

a
ρ(x)f (x) dx ≈

n∑
k=0

Ak f (xk)

Gauss 型：对任意次数不超过 2n + 1 的多项式能准确成立

xk：Gauss 点

xk 是 Gauss 点的充要条件是任何次数不超过 n 的多项式 P, P 和
ω(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) 在区间 [a, b] 上关于权重函数 ρ 正交。
其中，系数

Ak =

∫ b

a
ρ(x) ℓk(x) dx
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若 a = −1, b = 1, ρ(x) = 1√
1−x2

这样构造出来的 Gauss 求积公式为 Gauss-Chebyshev 公式∫ 1

−1

f (x)√
1− x2

dx ≈
n∑

k=0

Ak f (xk)

由于
∫ 1

−1
ρ(x)P(x)ω(x) dx = 0 对任意次数不超过 n 的多项式 P 成立，∫ 1

−1

ρ(x)P(x)
( 1

2n Tn+1(x) +
n∑

k=0

αkTk(x)
)

dx = 0, ∀P

因而，ω(x) = 1
2n Tn+1(x)，并且可知 Gauss 点为 cos

(
2k+1
2(n+1)

π
)
,

k = 0, 1, 2, · · · , n
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练习

练习：如何构造对于权函数 ρ(x) =
√

x 的两点 Guass 求积公式：∫ 1

0

√
xf (x) dx ≈ A0f (x0) + A1f (x1).

请描述你的思路。

18 / 20



目录

1. 背景

2. 高斯求积公式

3. 高斯求积公式的余项和稳定性

4. 带权的 Gauss 公式

5. 总结

19 / 20



总结

▶ 掌握 Gauss 点的来源，以及第10页的定理

▶ 掌握 Gauss 求积公式的误差、稳定性

▶ 了解对于带权重的 Gauss 求积公式
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