
第二章：方程求根

第 (2) 部分：牛顿法和弦截法
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回顾：上节课我们考虑了对于 f (x) = 0，如何使用对于 φ(x) = f (x) + x 的迭
代法来近似。

练习 1：误差 log eN 和迭代次数呈现什么关系？

练习 2：迭代法的收敛速度是由什么量决定的？假设我们标记真实解为 x∗

（即 f (x∗) = 0）：

(A) 1 + f (x∗)

(B) 1 + f ′(x∗)

(C) 1 + f ′′(x∗)
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回顾：上节课我们考虑了对于 f (x) = 0，如何使用对于 φ(x) = f (x) + x 的迭
代法来近似。

练习 1：误差 log eN 和迭代次数呈现什么关系？

练习 2：迭代法的收敛速度是由什么量决定的？假设我们标记真实解为 x∗

（即 f (x∗) = 0）：

(A) 1 + f (x∗)

(B) 1 + f ′(x∗)

(C) 1 + f ′′(x∗)

答案：B
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牛顿法

假设 xk ≈ x∗，

0 = f (x∗) ≈ f (xk) + f ′(xk)(x∗ − xk)

通过解方程可知

x∗ ≈ xk −
f (xk)

f ′(xk)

因而我们可以猜测

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)

会接近真实值，该方法即牛顿法。
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直接的迭代法：仅仅使用 f (x) （或者 φ(x)）的函数值。

牛顿法：使用了 f (x) 和 f ′(x)。

问题 1：你能否通过直觉猜测哪个方法更有希望更好？
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回顾

直接的迭代法的收敛速度为

log(eN) ≈ log(ek) + (N − k) log |φ′(x∗)|

问题 2：那么牛顿法在 xk ≈ x∗ 时，即在真解附近的表现是什么？
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牛顿法

牛顿法是 xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)
。若 xk ≈ x∗，我们可知

xk+1 − x∗ = xk −
f (xk)

f ′(xk)︸ ︷︷ ︸
=:g(xk)

−x∗ +
f (x∗)

f ′(x∗)︸ ︷︷ ︸
=:g(x∗)

≈(xk − x∗)−
(

g ′(x∗)(xk − x∗) +
g ′′(x∗)

2
(xk − x∗)2

)
对 g(xk) 做泰勒展开

≈− g ′′(x∗)

2
(xk − x∗)2

所以，误差的迭代过程为

ek+1 ≈ Ce2
k , C =

∣∣∣∣g ′′(x∗)

2

∣∣∣∣
（g ′′ 换成 f 的表达式挺复杂的，暂时省略了。）
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问题 3：ek+1 ≈ Ce2
k 的实际含义是什么呢？

log ek+1︸ ︷︷ ︸
标记为yk+1

≈ log(C) + 2 log ek︸ ︷︷ ︸
标记为yk

因而

yk+2 ≈ log(C) + 2yk+1 ≈ log(C) + 2
(

log(C) + 2yk

)
对于一般的 N > k，

yN ≈ (1 + 2 + · · ·+ 2N−k−1) log(C) + 2N−kyk

=
2N−k − 1

(2− 1)
log(C) + 2N−kyk

若 log(C) + yk < 0，则当 N →∞，yN → −∞，即 eN → 0。
问题 4：为什么该条件或者假设可以满足？
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并且 yN ≈ 2N−k
(

log(C) + yk

)
< 0.

我们考虑

−yN ≈ 2N−k D︸︷︷︸
某个正数

log(−yN) ≈ (N − k) log(2) + log(D)

大致意思就是

log
(
− log(eN)

)
︸ ︷︷ ︸

=log log(1/eN)

≈ (N − k) log(2) + log(D)

对于牛顿法，log log(1/eN) 是关于 N 的一次函数。

而对于普通的迭代法 log(1/eN) 是关于 N 的一次函数。
【这里我们解释了问题 3 的答案】
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回顾问题 4

log(C) + yk = log(C) + log(ek) 为什么能保证是负数？

答案：我们先假设通过一些迭代 ek 足够小（无论是由于初值选择很巧，或
者由于一段迭代时间后产生这个效果），log(ek) 是一个绝对值很大的负数，
而 log(C) 是某个常数，只要 ek 足够小，就能实现 log(C) + yk < 0。

因而我们可以得到如下重要结论。

牛顿法在真解附近的小区间内一定收敛：
若 f ′(x∗) ̸= 0，f ′′(x∗) ̸= 0，且初值 x0 足够接近 x∗，则牛顿法一定会收敛。

提示：对于普通的迭代法，哪怕初值 x0 足够接近 x∗，迭代法不一定收敛！
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例子： φ(x) =
√
|x |，或者说 f (x) =

√
|x | − x。
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一般的收敛阶数

定义
对于任意的 p ≥ 1，假设迭代过程 xk+1 = F (xk) 收敛于方程 x = F (x) 的根
x∗ 。若迭代误差 ek = |xk − x∗| 在 k →∞ 时满足

lim
k→∞

ek+1

ep
k

= C ̸= 0
(
ek很小时，ek+1 ≈ Cep

k
)

且若 p = 1 时，|C | < 1，则称该迭代过程为 p 阶收敛。
▶ 当 p = 1，线性收敛

▶ 当 p > 1，超线性收敛

▶ 当 p = 2，平方收敛
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收敛阶数的含义

普通迭代法 一阶收敛 log
(

1
eN

)
为关于 N 的一次函数

Newton 法 2 阶收敛/平方收敛 log
(

log
(

1
eN

))
≈ N log(2) + β

一般情况的算法 p 阶收敛 log
(

log
(

1
eN

))
≈ N log(p) + βp

其中 β 和 βp 是一些和 N 无关的常数。
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收敛阶数的判定法

定理 (p ≥ 2 阶收敛的一个判定法)
对于迭代法 xk+1 = F (xk)，如果 F (p)(x) 在 x∗ 附近连续，且

F ′(x∗) = F ′′(x∗) = · · · = F (p−1)(x∗) = 0

F (p)(x∗) ̸= 0

则该迭代过程在点 x∗ 附近是 p 阶收敛。

练习：使用该结果来简化/改写一下之前提到的牛顿法是二阶收敛的证明。

15 / 30



目录

1. 牛顿法（又名切线法）

2. 牛顿法的收敛性

3. 牛顿法的应用

4. 牛顿法的局限性

5. 弦截法（又名割线法）

6. 总结

16 / 30



Newton 法的应用 1：解开方值

对于某个 a > 0，目标是求
√

a ←→ x2 − a = 0。
应用 Newton 法

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′ (xk)
= xk −

x2
k − a
2xk

= 1
2

(
xk +

a
xk

)
假设 x0 > 0 则我们可以证明 limk→∞ xk =

√
a
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答案

迭代法是 xk+1 −
√

a = 1
2

(
xk +

a
xk

)
−
√

a = 1
2xk

(
x2

k − 2
√

axk + a
)
=

(xk−
√

a)
2

2xk
。

类似可知，xk+1 +
√

a = 1
2xk

(
xk +

√
a
)2

⇒
(

xk+1 −
√

a
xk+1 +

√
a

)
=

(
xk −

√
a

xk +
√

a

)2

⇒ xk −
√

a
xk +

√
a︸ ︷︷ ︸

qk

=
( x0 −

√
a

x0 +
√

a︸ ︷︷ ︸
=:q

)2k

因此，xk −
√

a = 2qk
1−qk

√
a = 2

√
a q2k

1−q2k。由于 x0 > 0，|q| < 1，我们可知

limk→∞ qk = 0，因此进而知道 limk→∞ xk −
√

a = 0。
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Newton 法的应用 2：求倒数

练习：对于 f (x) = 1
x − a ，我们希望求 f (x) = 0。

(1) 对于该问题，牛顿法给予的迭代表达式是什么?

(2) 若令 rk = 1− axk，则 rk+1 和 rk 关系是什么？

(3) 在 条件下，迭代会收敛且速度为 阶。

注：该方法曾在早期被应用于求 1
a 。答案又可见课本第 6.3.4 节。
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牛顿法可能失灵或收敛变慢

问题：对于 xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)
，最有可能造成牛顿法的困扰的原因是什么？
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牛顿法可能失灵或收敛变慢

问题：对于 xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)
，最有可能造成牛顿法的困扰的原因是什么？

例子 1：f ′(x∗) 不存在，如 f (x) = |x |1/3。

我们通过计算可知 xk+1 = xk − 3sign(xk)|xk |，因而，若 xk ̸= 0，则
xk+1 = −2xk。对此，我们可以显然得到结论：牛顿法对该问题会失效。
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牛顿法可能失灵或收敛变慢

问题：对于 xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)
，最有可能造成牛顿法的困扰的原因是什么？

例子 1：f ′(x∗) 不存在，如 f (x) = |x |1/3。

我们通过计算可知 xk+1 = xk − 3sign(xk)|xk |，因而，若 xk ̸= 0，则
xk+1 = −2xk。对此，我们可以显然得到结论：牛顿法对该问题会失效。

练习 2：（有重根的情况 f ′(x∗) = 0）例如 f (x) = αx2，α > 0。请证明牛顿
法的收敛速度是一阶（即收敛实际无法达到前面描述的二阶）。
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牛顿下山法

若 x0 偏离 x ∗，牛顿法可能会发散，因而人们发明了牛顿下山法

例子： f (x) = x3 − x − 1（请见代码）

牛顿下山法：我们希望 |f (xk+1)| < |f (xk)|（单调性条件）

x̄k+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)

xk+1 = λx̄k+1 + (1− λ)xk λ ∈ (0, 1]为下山因子.

我们可以调整 λ（比如通过线性搜索）来实现单调性条件。
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牛顿下山法：流程图
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弦截法：产生的原因和设计思路

问题来源和诉求：当 f 很复杂时，在牛顿法中 f ′ 不好求。

回顾牛顿法的思路：

f (x) ≈ f (xk) + f ′(xk)(x − xk) → 变成某个多项式 Pr(x)

求解 f (x) = 0 的近似值 → 变成求解 Pr(x) = 0

f (xk) + f ′(xk)(x − xk) = 0

→ x = xk − f (xk)
f ′(xk)

其中 Pr 是关于历史预测数据的一个插值函数。
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假设 xk，xk−1 是 f (x) = 0 的近似根。

视角 1：我们可以连列方程组

0 = f (x∗) ≈ f (xk) + f ′(xk)(x∗ − xk)

f (xk−1) ≈ f (xk) + f ′(xk)(xk−1 − xk)

通过解方程组来将 f ′(xk) 消元，

x∗ ≈ xk −
f (xk)

f (xk)− f (xk−1)
(xk − xk−1)

因而提出迭代法：

xk+1 := xk −
f (xk)

f (xk)− f (xk−1)
(xk − xk−1)
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视角 2：使用点斜式

P1(x) = f (xk) +
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1

(x − xk)

通过解方程 P1(x) = 0，我们可以得到和视角 1 同样的结论。
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弦截法的算法：猜测 x0 和 x1，使用公式

xk+1 := xk −
f (xk)

f (xk)− f (xk−1)
(xk − xk−1)

不断迭代来计算 x2，x3，· · ·

定理 (弦截法的收敛阶)
在一些条件下【详情见课本】，弦截法以阶数 p = 1+

√
5

2
≈ 1.618 收敛。

注 1：该结论不要求证明，仅仅了解即可。
注 2：抛物线法的设计是类似的（不要求），可自行研究一下。
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总结

▶ 牛顿法是什么和牛顿法的收敛阶
▶ 可以对于具体问题应用牛顿法
▶ 了解牛顿法的优势和局限

普通迭代法 牛顿法
使用资源 f f 和 f ′

若 x0 足够接近 x∗，能否
保证收敛？

不能 可以（但需要一些不是
很严格的条件）

收敛速度 一阶 二阶
数值验证时看什么？ log(1/eN) vs N log log(1/eN) vs N
局限 局部收敛条件相比而

言更严格，收敛阶低
当 f ′(x∗) 不存在（或等
于 0），收敛无法保证
（或变慢）

弦截法的内容较少，请直接参见第 5 小节的内容即可。
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