
第二章：方程求根

第 (1) 部分：迭代法
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问题来源

大量的计算问题可以被理解为求解方程 f (x) = 0
其中 x ∈ Rd , f : Rd → Rm；
我们一般而言无法找到解析解，因而我们需要数值近似。

例子：

(1) 假设某个势能函数 V (x) 不具有简单的表达式，比如
V (x) = x6 − x3 + x2，而我们需要找到能量最小的位置，即可以通过求
解 V ′(x) = 0。对于复杂的势能函数 V，我们无法找到解析解。

(2) 对于常微分方程 y ′(x) = g(x) 的隐式格式，如 yk+1 − yk = (∆x)g(yk+1)，
其中 yk 已知，求解 yk+1 的值等于解上述方程 f (x) = x − yk − (∆x)g(x)。

(3) 流体力学、量子物理等学科中大量模型涉及偏微分方程，很多时候离散
后得到的系统是线性的，即需要求解 f (x) = Ax + b 的形式。
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该章节概览

我们将共介绍四种方法：

▶ 二分法
▶ 迭代法
▶ 牛顿法
▶ 弦截法
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核心思想

回顾
对于一个连续函数 f，假设区间 [a, b] 上，f (a) < 0, f (b) > 0。那么在区间中
是否能找到某个位置 ξ ∈ (a, b)，使得 f (ξ) = 0?
(A) True
(B) False
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核心思想

回顾
对于一个连续函数 f，假设区间 [a, b] 上，f (a) < 0, f (b) > 0。那么在区间中
是否能找到某个位置 ξ ∈ (a, b)，使得 f (ξ) = 0?
(A) True
(B) False

二分法的核心就是基于该结论！
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二分法的算法

在区间 [a.b] 上，假设 f (a) < 0, f (b) > 0

我们取中点 x0 = a+b
2
，

▶ 若 f (x0) = 0，则找到了！

▶ 若 f (x0) > 0，则考虑 [a1, b1] = [a, x0]；
▶ 若 f (x0) < 0，则考虑 [a1, b1] = [x0, b]。
将 [a1, b1]作为新区间，继续通过不断二分。
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二分法的停止条件

将 [a1, b1] 作为新区间，继续通过不断二分。我们知道

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · ·

且

bk − ak =
b − a
2k

当二分法的 k 足够大，我们可以看到∣∣∣∣x∗ − ak + bk

2

∣∣∣∣ ≤ bk − ak

2
=

b − a
2k+1

例子 1：假设区间为 a = 0，b = 1，我们希望找到一个近似根使得离真实值
x∗ 最多差 2−8 ≈ 0.00390625，则我们做多需要计算函数值 f (x) 多少次？
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总结

二分法的好处：简单

二分法的局限：基本局限于一维函数

二分法中计算 f 的次数：最多 ⌈log2

(b−a
ϵ

)
− 1⌉，其中 ϵ 是你需要的误差限，

⌈·⌉ 是向上取整函数。
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迭代法的设计原理

另一个常见的等价形式就是求解 x = φ(x)，即不动点。

问题 1： 对于问题 f (x) = 0，对应的 φ 是什么？

问题 2： 具体方法是什么？有什么好处呢？

定理 (不动点原理)
我们考虑区间 [a, b]，并且假设 φ 的函数值范围也是 [a, b]。考虑迭代过程
xn+1 = φ (xn) , n = 0, 1, 2 . . . 如果

▶ |φ(x)− φ(y)| ⩽ c|x − y | ∀x , y ∈ [a, b]
▶ 且 c < 1

则 x∗ = limn→∞ xn 存在且 x∗ = φ (x∗) .

11 / 26



方法一：看 xn+1 − xn 的距离

方法二：几何解释（即画图证明法）
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我们具体怎么用?

Algorithm 1: 最简单的算法形式
Input: 取 φ(x) = f (x) + x
Result: xN

1 猜一个值 x0
2 n = 1
3 while n < N do
4 xn = φ(xn−1)
5 n = n + 1

6 end

相比于二分法，该方法也很简单；该方法可以适用于任何维数，例如
f : R100 → R100。

问题 3： 但是有完美的方法吗？代价是什么？
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例子

假设 φ(x) = x2，我们想要解 φ(x) = x (显然答案是 x = 0 或 x = 1）。请测
试使用迭代法且初始值为

(1) x0 = −1
2

(2) x0 = 1
2

(3) x0 = 2

(4) x0 = 1.001

你能观察到什么现象? 目前需要解决的问题是什么？
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例子

假设 φ(x) = x2，我们想要解 φ(x) = x (显然答案是 x = 0 或 x = 1）。请测
试使用迭代法且初始值为

(1) x0 = −1
2

(2) x0 = 1
2

(3) x0 = 2

(4) x0 = 1.001

你能观察到什么现象? 目前需要解决的问题是什么？

▶ 猜不同的初值会得到不同的解，因而为了得到所有解，我们或许得多猜
几个不同的初值。

▶ 问题 4：对这个例子，不同初值有时会收敛，有时不会，为什么呢？
▶ 问题 5：若收敛，何时结束（即终止条件是什么？）
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对于使用范围的理解（即解决问题 4）

迭代法无法帮我们找到所有零点，因而我们需要考虑适用范围是什么?

我们来研究一下如下情景：【假设某人】告诉了你 x∗ 的近似值，φ′(x∗) > 0，
且 x0 ≈ x∗，下一步 x1 = φ(x0)，因而，对于

x1 − x∗ = φ(x0)− φ(x∗) ≈ · (x0 − x∗).

如果

▶ ，x1 会离真实值更远 ⇒ 迭代会发散
▶ ，x1 会离真实值更近 ⇒ 迭代会收敛
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迭代法无法帮我们找到所有零点，因而我们需要考虑适用范围是什么?

我们来研究一下如下情景：【假设某人】告诉了你 x∗ 的近似值，φ′(x∗) > 0，
且 x0 ≈ x∗，下一步 x1 = φ(x0)，因而，对于

x1 − x∗ = φ(x0)− φ(x∗) ≈ φ′(x∗) · (x0 − x∗).

如果

▶ |φ′(x∗)| > 1，x1 会离真实值更远 ⇒ 迭代会发散

▶ |φ′(x∗)| < 1，x1 会离真实值更近 ⇒ 迭代会收敛

这个解释了问题 4。
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定理
假定函数 φ 满足

1◦ 对任意 x ∈ [a, b] ，有 a ≤ φ(x) ≤ b；
20 存在正数 L < 1 使得对任意 x ∈ [a, b] 有

|φ′(x)| ≤ L < 1

则迭代过程 xk+1 = φ (xk) 对任意初值 x0 ∈ [a, b] 均收敛到 x = φ(x) 的根 x∗

且

|xk − x∗| ≤ 1
1−L |xk+1 − xk | ≤ Lk

1−L |x1 − x0|

注明：（1）其证明的核心基本就是不动点原理的证明；（2）由 |φ′(x)| ≤ L，
通过微分中值定理，我们可以证明 |φ(x)− φ(y)| ≤ L|x − y | ∀x , y ∈ [a, b]。
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练习

例子 2：假设我们考虑例子 [a, b] = [−π
2
, π
2
]，φ(x) = π

2
sin(x)，一个解为

x∗ = 0。假设 x0 = 10−2，迭代法能否收敛到 x∗ = 0？

例子 3：假设我们考虑例子 [a, b] = [−π
2
, π
2
]，φ(x) = 1

2
sin(x)，假设

x0 = 10−2，

(1) 该方法能收敛到 x∗ = 0 吗？

(2) 通过上述估计，来确认 L 的范围，并且若我们需要误差限 10−4，则我们
最多需要迭代几次？

【可同步参考代码部分】
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停止迭代的判断方法（部分解答问题 5）

停止迭代的判断方法

|xk+p − xk | ⩽
(
Lp−1 + Lp−2 + · · ·+ 1

)
|xk+1 − xk |

≤ 1

1− L |xk+1 − xk |

令 p → ∞，
|x∗ − xk | ⩽ 1

1−L |xk+1 − xk |

因此只要相邻结果 |xk+1 − xk | 是够小，且 L 不是非常靠近 1，即可保证近似
精确。
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定理
若存在 x∗ 的某于邻域 R : |x − x∗| ≤ δ 使迭代过程 xk+1 = φ (xk) 对于任意初
值 x0 ∈ R 均收敛，则称迭代过程在根 x∗ 邻近具有局部收敛性。

定理
设 x∗ 为方程 x = φ(x) 的根，φ′(x) 在 x∗ 附近连续且 |φ′ (x∗)| < 1 ，则迭代
过程 xk+1 = φ (xk) 在 x∗ 邻近具有局部收敛性。
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迭代法的收敛速度

对于简单的迭代法（假设收敛），

xk+1 − x∗ = φ(xk)− φ(x∗) ≈ φ′(x∗)(xk − x∗)

假设 xk 已经非常接近 x∗，因而误差 ek+1 ≈ |φ′(x∗)|ek。由于 |φ′(x∗)| < 1，
ek+1 < ek（即误差不断减少）

ek+1 ≈ |φ′(x∗)|ek ek+2 ≈ |φ′(x∗)|ek+1 · · ·

找规律可知 eN ≈ |φ′(x∗)|N−kek 即

log(eN) ≈ log(ek) + (N − k) log |φ′(x∗)|︸ ︷︷ ︸
<0

当我们画 log(eN) 关于迭代次数 N 的曲线时，我们预计得到线性关系。
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数值实验

例子 4：考虑 φ(x) =
√

|x | 以及初始值 x0

0 2 4 6 8
10 6

10 5

10 4

10 3

10 2

10 1

100

Error of iteration method, (x) = |x|

x0 = 0.5
x0 = 0.5
x0 = 1.001
x0 = 2

且 经 验 的 斜 率 在
−0.6907 至 −0.6956 范
围之间，而理论值是
log(1/2) ≈ −0.6931。
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总结

▶ 迭代法通过将 f (x) = 0 的形式变成 φ(x) = x 的形式求解

▶ 核心的原理就是不动点原理
▶ 如果要求得到多个解，则需要尝试不同的初值
▶ 当 |φ′(x∗)| < 1，迭代法可以在初值 x0 取得很 “ 聪明 ” 的情况下有机会
得到该 x∗ 的近似解；反之，迭代法无法帮助我们得到 x∗ 的近似。

▶ 迭代法的终止条件可以通过 |xk+1 − xk | 的大小来判断。
▶ 误差在取 log 后（即 log(eN)）和迭代次数 N 线性负相关。
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Aitken 加速法
猜测值 x0，我们通过迭代得到 x1 = φ(x0)，x2 = φ(x1)。由于

φ(x0)− x∗

x0 − x∗ ≈ φ(x1)− x∗

x1 − x∗

我们对于 x∗ 的值通过解该方程得到，即找到 x∗ 使得
(
x0, φ(x0)

)
，(

x1, φ(x1)
)
，

(
x∗, x∗) 在同一直线上。解方程可知

x∗ ≈ x2 −
(x2 − x1)2

x0 + x2 − 2x1
因而该算法可写为：在第 k 步

x̃k+1 = φ(xk)

x̄k+1 = φ(x̃k+1)

xk+1 = x̄k+1 −
(x̄k+1 − x̃k+1)

2

x̄k+1 − 2x̃k+1 + xk
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Aitken 加速法的几何解释
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总结

该部分探究了二分法和迭代法。

迭代法中最重要的是了解迭代法的收敛条件与收敛速度。
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