
第七章-特征值和特征向量
(2)：QR 分解和 QR 算法
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幂法及其变式可以求解特定的特征值和特征向量。

目标：同时求解所有的特征值和特征向量。
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QR 分解

定理 (QR 分解)
▶ 对于任何的非奇异 n 阶矩阵 A，则 A 可分解为 A = QR；其中 Q 为正
交矩阵（即 QT = Q−1 ↔ QQT = I, QT Q = I），R 为上三角矩阵。

▶ 当 R 的对角元素都为正数时，该 QR 分解唯一。

接下来，我们会学习如何找到这样的 QR 分解。
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探究关系 QT A = R 的第一列，我们至少需要找到某个 Q 使得

QT a1 =


r1
0
...
0

，其中 a1 是矩阵 A 的第一列。

问题： |r1| 和 ∥a1∥2 需要有什么关系吗？
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我们探究一般的情况，如何通过一个正交矩阵实现变换 Qx = y，其中 x 和
y 是给定的向量，且 ∥x∥2 = ∥y∥2

y

x

x − y

w = x−y
∥x−y∥2

我们观察到：

y = x −
(
x − y

)
= x − ∥x − y∥w = x − 2⟨w , x⟩w =

(
I − 2wwT

)
x.

练习：请验证 I − 2wwT 是对称的正交矩阵。
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定义 (初等反射阵)
假设向量 ∥w∥2 = 1，矩阵 H = I − 2wwT 称为初等反射阵，又记为 H(w)。

练习： 请在图中大致画出 H(w)x

−1 0 1 2

−1

1w x

定理
初等反射阵 H 为对称阵

(
H⊤ = H

)
，正交阵

(
H⊤H = I

)
和对合阵(

H2 = I
)
。
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总结

定理
设 x ̸= y ∈ Rn，且 ∥x∥2 = ∥y∥2，则存在一个初等反射阵 H，使得 Hx = y。
证明：取 w = x−y

∥x−y∥2

定理 (推论)
设 x ∈ Rn，令 σ = ±∥x∥2，且 x ̸= −σe1，则存在一个初等反射阵

H = I − 2 uuT

∥u∥22
，使得 Hx = −σe1，其中 u = x + σe1。

证明：在最上面的定理中，取 y = −σe1。

提示：为避免有效数字的缺失，我们会取 σ = sign(x1)∥x∥2；但实际情况中，
除非 x 平行于 e1，否则 σ = ±∥x∥2 都是可以的。
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考虑矩阵 A 的列 A =
(
A1 A2 . . . An

)
则

HA =
(
HA1 HA2 · · · HAn

)
=


−σ1

0
...
0

HA2 · · · HAn

 =


−σ1

0
...
0

⋆ · · · ⋆

A(2)



若我们希望系数为 σ1，则可以通过

(−H)A =


σ1

0
...
0

−HA2 · · · −HAn

 =


σ1

0
...
0

⋆ · · · ⋆

A(2)
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对于 A(2)，我们可以重复过程找到某个对称且正交矩阵 H(2)，使得

H(2)A(2) =


−σ2

0
...
0

⋆ · · · ⋆

A(3)


因此，

1 0 0 · · · 0
0
0
...
0

H(2)


︸ ︷︷ ︸

H̃(2)


−σ1
0
...
...
0

⋆ · · · · · · ⋆

A(2)

 =


−σ1
0 −σ2
0 0

0
...

0 0

⋆ · · · · · · ⋆
⋆ · · · ⋆

A(3)
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通过不断继续，可得 H̃
(n)

H̃
(n−1)

· · · H̃
(2)

H̃
(1)

A = R 一个上三角矩阵，其中
H̃

(k)
为第 k 层基于 Householder 构造的对称正交阵。在这个过程中，我们可

以保证 R ii ≥ 0。

最后，令 Q−1 = H̃
(n)

H̃
(n−1)

· · · H̃
(2)

H̃
(1)
，则 A = QR。

练习： 请验证这样定义出来的矩阵 Q 为正交矩阵，且

Q = H̃
(1)

H̃
(2)

· · · H̃
(n−1)

H̃
(n)
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练习： 请计算矩阵 A 的 QR 分解，其中 A =

 1 −2 1
2 2 1
−2 1 0



答案：Q =

 1/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 1/3
−2/3 1/3 2/3

, R =

3 0 1
0 3 0
0 0 1
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计算复杂度

矩阵 Q 可由如下算法实现：

Q = In

Q = QH̃
(k)
, k = 1, 2, · · · , n

这个过程中，计算量为 O(n2 + n(n − 1) + · · ·+ n) = O(n3)

计算上三角矩阵 R 的复杂度为 O(n2 + (n − 1)2 + · · ·+ 1) = O(n3)

总体而言，基于 Householder 的 QR 算法的复杂度为 O(n3)。
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QR 算法
给定 A 分解

= QR，我们取 B 定义
= RQ = QT AQ

我们可以观察到 A 和 B 具有相同的特征值。

A ≡ A1
分解
= Q1R1

A2
定义
= R1Q1 = QT

1 A1Q1 A2
分解
= Q2R2

A3
定义
= R2Q2 A3

分解
= Q3R3

...

Ak
分解
= QkRk

Ak+1
定义
= RkQk · · ·
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定理 (基本性质)
令 Q̃k = Q1Q2 · · ·Qk，R̃k = RkRk−1 · · ·R1，则

▶ Ak+1 相似于 Ak，即 Ak+1 = QT
k AkQk

▶ Ak+1 = Q̃
T
k A1Q̃k

▶ Ak 的 QR 分解为 Ak = Q̃kR̃k

证明该结论将作为练习。
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QR 算法的收敛性

定理 (定理 9.18 QR 算法的收敛性)
设 A = (aij) ∈ Rn×n，

1◦ 如果 A 的特征值满足: |λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0;
2◦ A 满足一些其他条件：【A 有标准形 A = XDX−1 其中 D = diag (λ1, λ2, · · · , λn)，

且设 X−1 有 LU 分解】

则由 QR 算法产生的 {Ak}∞k=1 收敛于上三角

Ak
当k→∞−−−−−−−→


λ1 × · · · ×

λ2
. . . ...
. . . ×

λn

 .
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对于对称矩阵的 QR 算法

定理 (定理 9.19)
若对称阵 A 满足定理 9.18 的条件, 则由 QR 算法产生的 {Ak} 收
敛于对角阵。
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总结

▶ 知道 QR 分解是什么

▶ 能通过 Householder 方法计算 QR 分解，并了解其运算复杂度为 O(n3)

▶ 知道 QR 算法是什么，以及定理 9.18 和 9.19 的结论
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