
第六章：等式约束的优化问题
（1）牛顿法

曹语

课程主页：https://yucaoyc.github.io/math3806
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我们考虑如下的等式约束问题：

minimize f (x)
subject to Ax = b

假设 f 是凸函数，则该问题是凸优化问题；由 可知，强对
偶成立。

目标：学习算法来求解该问题

1 转换成无约束问题
2 基于强对偶，转换成对偶问题
3 基于 KKT 条件，直接构造牛顿法
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我们考虑如下的等式约束问题：

minimize f (x)
subject to Ax = b

假设：

▶ f 是二次连续可微凸函数；

▶ A ∈ Rp×n, rank A = p < n；

▶ 该优化问题的可行集非空。

回顾练习：请写出对该问题的 KKT 条件。
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优化问题
minimize f (x)
subject to Ax = b

的最优解满足如下的 KKT 条件：

（原可行方程） Ax⋆ = b,
（对偶可行方程） ∇f (x⋆) + A⊤ν⋆ = 0.

(1)
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例子

minimize f (x)
subject to Ax = b

考虑具体的问题 x ∈ R2：x1 + x2 = 1。我
们可以把可行集参数化成

{x : Ax = b}
={x : x = x0 + zv ≡ (1, 0) + z

(
1,−1

)
}

故而该优化问题变成了无约束的优化问题

minimize f (x0 + zv)

因而我们可以使用梯度法、牛顿法等。
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一般情景

▶ 由于矩阵 A ∈ Rp×n 具有 rank(A) = p（否则我们可以简化该等式限制），
因此 dim

(
Range(A⊤)

)
= p。因而，子空间 Null(A) = Range(A⊤)⊥ 具有

维数 n − p。
▶ 所以我们可以找到 n − p 个独立的向量 v i 使得

Null(A) =
{ n−p∑

i=1

v izi = Fz : z ∈ Rn−p
}
, F =

[
v1 · · · vn−p

]
∈ Rn×(n−p)

▶ 总结而言，我们可以找到 F 满足

{x : Ax = b} = {x0 + Fz : z ∈ Rn−p}

因此优化问题变成了

minimize f (x0 + Fz)
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例子

例子： 对前面的 2D 问题 x0 =

[
1
0

]
，F =

[
1
−1

]
，z ∈ R，

minimize f̃ (z) = f (x0 + Fz)

请计算 f ′(z), f ′′(z)。

答案：

f̃ ′(z) = ∂x1f (x0 + Fz)F 11 + ∂x2f (x0 + Fz)F 21 = F⊤∇f (x0 + Fz)

f̃ ′′(z) = ∂x1,x1f (x0 + Fz)
(
F 11)

2 + ∂x1,x2f (x0 + Fz)F 11F 21

+ ∂x2,x1f (x0 + Fz)F 21F 11 + ∂x2,x2f (x0 + Fz)
(
F 21

)2
= F⊤∇2f (x0 + Fz)F
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一般情景

minimize f̃ (z) = f (x0 + Fz)

通过直接计算可知（具体步骤见课内）：

∇f̃ (z) =F⊤∇f (x0 + Fz)
∇2f̃ (z) =F⊤∇2f (x0 + Fz)F

因此，我们可以直接使用上面的公式来求解下降方向：

梯度法 ∆z = −∇f̃ (z)
牛顿法 ∆z = −

(
∇2f̃ (z)

)−1∇f̃ (z)

好处：思路简单

坏处：需要 F，构建矩阵 F 不一定容易
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对偶问题

g(ν) = inf
x

f (x) + ν⊤(Ax − b
)

= −b⊤ν + inf
x

(
f (x) + ν⊤Ax

)
= −b⊤ν − f ∗ (−A⊤ν

)
其中 f ∗ 是 f 的共轭函数

对偶问题是

maximize g(ν)
= maximize − b⊤ν − f ∗ (−A⊤ν

)
好处：该对偶问题是无约束的优化问题

坏处：依赖于 f ∗ 是否好算
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回顾

▶ 在无约束优化中，我们在 x 局部使用二次型函数来近似 f：

f̂ (y) = f (x) +∇f (x)⊤v +
1

2
v⊤∇2f (x)v

其中，v = y − x。通过最小化 f̂，我们可得

v = −
(
∇2f (x)

)−1∇f (x)

▶ 或者局部近似梯度

∇f (y) ≈ ∇f (x) +∇2f (x)(y − x)

通过求解 ∇f (y) = 0，我们依旧可以得到同样的步径 v。
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（1）牛顿步径

通过二次型近似的思路，牛顿步径是如下问题中 u 的最优解
minimize f̂ (x + u) = f (x) +∇f (x)⊤u + 1

2
u⊤∇2f (x)u

subject to A(x + u) = b

根据该二次型函数的 KKT 条件，最优解满足如下线性方程组：

[
∇2f (x) A⊤

A 0

] [
∆xnt
ω

]
=

[
−∇f (x)
b − Ax

]
(2)

如果当前位置 x 已经满足等式约束 Ax = b，则[
∇2f (x) A⊤

A 0

] [
∆xnt
ω

]
=

[
−∇f (x)

0

]
(3)
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通过局部近似梯度

对于公式(1)，我们可以求解在 (x,ν) 的局部近似解

A
(
x +∆xnt)− b = 0

∇f (x) +∇2f (x)∆xnt + A⊤(ν +∆ν) = 0

引入符号 ω = ν +∆ν，该方程等价于[
∇2f (x) A⊤

A 0

] [
∆xnt
ω

]
=

[
−∇f (x)
b − Ax

]
由此可见，我们得到同样的方向 ∆xnt。
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等式约束的牛顿法

Algorithm 1: 等式约束的牛顿法
Input: 满足等式约束的 x(0)，阈值 ϵ

1 while True do
2 根据公式(3)计算牛顿步径 ∆x(k)

3 停止准则：如果误差比较小，则退出

4 通过回溯直线搜索选择步长 t(k) > 0

5 x(k+1) = x(k) + t(k)∆x(k)

6 end
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（2）性质：算法能否满足等式约束？

▶ 如需找到某个 x(0) 满足限制条件，我们仅需找到方程组 Ax(0) = b 的某
个解。

▶ 如果 x(0) 满足 Ax(0) = b，则后续 x(j)（j ≥ 0）永远满足等式约束，无论
搜索步径是什么。

▶ 假使 x(0) 不满足 Ax(0) = b，取 t(0) = 1，则 x(1) 也可满足等式约束。
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（2）性质：算法能否满足函数值下降？
对于任意的定义域内的 x，我们可以计算在牛顿方向，函数值变化如下：

d
dt f (x + t∆xnt)

∣∣
t=0

= ∇f (x)⊤∆xnt

= −∆x⊤
nt
(
∇2f (x)∆xnt + A⊤ω

)
= −∆x⊤

nt∇2f (x)∆xnt + ω⊤(Ax − b
)

此处，我们使用了公式(2)来简化。

当 x 满足等式限制 Ax = b 时，

d
dt f (x + t∆xnt)

∣∣
t=0

= −∆x⊤
nt∇2f (x)∆xnt ≤ 0

因此，该方向的确是下降方向。
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（3）和方法 1 的牛顿法的关联
对于思路 1：我们需要求解如下的问题

minimize f̃ (z) = f (x0 + Fz)

其中牛顿步径为

∆z = −
(
∇2f̃ (z)

)−1∇f̃ (z)

= −
(

F⊤∇2f (x0 + Fz)F
)−1

F⊤∇f (x0 + Fz)

因此，对于 x = x0 + Fz，x 方向的牛顿步径为

∆x = F∆z = −F
(

F⊤∇2f (x)F
)−1

F⊤∇f (x)
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我们可以验证当 x 满足等式限制 Ax = b 时，牛顿步径
∆x = −F

(
F⊤∇2f (x)F

)−1

F⊤∇f (x) 是方程(2)的解，即[
∇2f (x) A⊤

A 0

] [
∆x
ν

]
=

[
−∇f (x)

0

]
因此方法 1 和方法 3 的牛顿法其实是等价的。但方法 3 不需要提前构造 F。

由于无约束的牛顿法是二阶格式，因此该等式约束的牛顿法也是。

证明：由于 AF = 0，因此第 2 行得证。为证明第 1 行成立，我们仅需证明
∇2f (x)∆x +∇f (x) = −A⊤ν 有解；因而变成验证 ∇2f (x)∆x +∇f (x) ∈ Range(A⊤)。由于
Null(A) = Range(A⊤)⊥，因此，我们仅需验证对于任意的 z ∈ Rn−p，(

Fz
)⊤(∇2f (x)∆x +∇f (x)

)
= 0

将 ∆x 的表达式代入，我们可以看出该等式成立。
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问题来源：等式约束的牛顿法本身很高效，一个小问题是：如果函数本身的
定义域不是 Rn，有时可能求解某个 x 来满足 Ax = b 未必很容易；而使用
牛顿法中 t = 1 来使得等式约束满足也未必可行。

问题：在不强制等式约束的情况下，能否依旧构造牛顿法？

考虑一般的 KKT 条件(1)，我们可以求解在 (x,ν) 的局部近似解

A
(
x +∆xnt)− b = 0

∇f (x) +∇2f (x)∆xnt + A⊤(ν +∆νnt) = 0
(4)

我们把 (x,ν) 看成是变量，而不是单纯仅更新 x。
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Input: 定义域内的 x(0)，ν(0)

1 while True do
2 根据公式(4)计算原对偶牛顿方向 ∆x(k)

nt , ∆ν
(k)
nt

3 停止准则：如果误差比较小，则退出

4 通过回溯直线搜索选择步长 t(k) > 0

5 x(k+1) = x(k) + t(k)∆x(k)
nt

6 ν(k+1) = ν(k) + t(k)∆ν
(k)
nt

7 end

新问题： 因为涉及到了新变量 ν，

▶ 回溯直线搜索的标准是什么？
▶ 终止条件是什么？
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可以考虑如下残差：

R(x,ν) =
∥∥∇f (x) + A⊤ν

∥∥2
+ ∥Ax − b∥2 = r(x,ν)2

则对于点 (x(k),ν(k))，通过方程(4)来计算牛顿方向 (∆x(k)
nt ,∆ν

(k)
nt )，可以验证

d
dt R

(
x(k) + t∆x(k)

nt ,ν
(k) + t∆ν

(k)
nt
) ∣∣

t=0
= −2R(x(k),ν(k)) ≤ 0

【证明见该 PPT 的附录。】

因此，我们可以使用该函数做回溯直线搜索。
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不可行初始点牛顿法

Algorithm 2: 不可行初始点牛顿法
Input: 定义域内的 x(0)，ν(0)，阈值 ϵ, η

1 while True do
2 根据公式(4)计算原对偶牛顿方向 ∆x(k)

nt , ∆ν
(k)
nt

3 停止准则：如果误差 r(x(k),ν(k)) ≤ ϵ，且
∥∥Ax(k) − b

∥∥ ≤ η，则退出

4 通过回溯直线搜索选择步长 t(k) > 0

5 令 t = 1

6 如果 r(x(k) + t∆x(k)
nt ,ν(k) + t∆ν

(k)
nt ) > (1− αt)r(x(k),ν(k))，则令 t = βt

7 x(k+1) = x(k) + t(k)∆x(k)
nt

8 ν(k+1) = ν(k) + t(k)∆ν
(k)
nt

9 end
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性质

假使 x(0) 不满足 Ax(0) = b，并且我们一直取 t(k) ≤ 1，则

Ax(k+1) − b = Ax(k) + t(k)A∆x(k) − b = (1− t(k))
(
Ax(k) − b

)
因此，残差

∥∥Ax(k+1) − b
∥∥ =

(∏k
j=0(1− t(j))

)∥∥Ax(0) − b
∥∥ 会快速衰减。
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总结

主要需要掌握的知识：

▶ 掌握三种不同的思路来解等式约束的优化问题
▶ 重点掌握公式(2), (3)，(4)，即牛顿步径的定义
▶ 能够复述写出等式约束的牛顿法
▶ 能够复述写出不可行初始点的牛顿法

阅读作业 & 参考资料：
▶ 课本第 10 章
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附录

考虑求解 g(y) = 0，其中对于任意的 y ∈ Rm，g(y) =


g1(y)
g2(y)

...
gm(y)

 ∈ Rm 依旧是一个

向量。通过类似前面的局部近似法，更新的步径为

g(y) +∇g(y)∆y = 0

其中矩阵 ∇g 的 (i , j) 行的元素为 ∂yj gi(y)。我们可以验证

d
dt ∥g(y + t∆y)∥2

∣∣
t=0

=
d
dt

( m∑
i=1

(
gi(y + t∆y)

)2)∣∣
t=0

=

m∑
i=1

2gi(y)
(
∇gi(y) ·∆y

)
=

m∑
i=1

−2gi(y)gi(y) = −2∥g(y)∥2 ≤ 0

因此，该方向是残差函数 ∥g(y)∥2 的下降方向。
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之前 KKT 条件可以变成该形式的特例：m = n + p，

y =

[
x
ν

]
∈ Rn+p,

g1(y)
...

gp(y)

 = Ax − b,

gp+1(y)
...

gn+p(y)

 = ∇f (x) + A⊤ν

并且，残差 R(x,ν) = ∥g(y)∥22。
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