
第 3 章：无约束优化
(3)：牛顿法

曹语

课程主页：https://yucaoyc.github.io/math3806
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背景和目标

在最速下降法中，我们已经经验地看到对于坐标变换 x̄ = P1/2x，P 是正定
矩阵；若

f̄ (x̄) = f (P−1/2x̄)

能够接近简单的二次函数 |x̄|2，最速下降法的方向更有效。转换成原坐标轴
得到：

∆x = −P−1∇f (x)
的效率更好。

目标：如何通过这个思想构造加速算法

练习：如果 f (x) = 1
2
x⊤Qx 本身具有二次形式，Q ∈ Sn

++，则最优的 P 是什
么，能帮助我们实现在新坐标中类似 x̄⊤In×nx̄？
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结论是我们会选择

P = Q = ∇2f → ∆x = −P−1∇f (x) = −
(
∇2f

)−1∇f (x)

如果一般而言 Hessian 矩阵 ∇2f 取决于位置 x，则我们可以考虑局部更新为

∆x = −
(
∇2f (x)

)−1∇f (x)

该下降法被称为牛顿法

练习：上述的牛顿步径是下降方向吗？
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视角 1：二阶近似的最优解

若 y ≈ x，则我们可知

f
(
y
)
≈ f̂ (y)

f̂ (y) = f (x) +∇f (x)⊤v

+
1

2
v⊤∇2f (x)v ,

其中，v = y − x。

若我们最小化右侧的二阶近似，则最优
的 v 为牛顿步径。
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视角 2：Hessian 范数的最速下降方向

对于范数 ∥u∥P =
∥∥∥P1/2u

∥∥∥
2
，其中 P = ∇2f (x)，则最速下降方向为

∆x ∝ −P−1∇f (x) = −
(
∇2f (x)

)−1∇f (x)

【该视角即坐标变换视角】
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视角 3：线性化最优性条件的解
▶ 如果我们在 x 附近做 ∇f 的一阶展
开，则

∇f (x + v) ≈ ∇f (x) +∇2f (x)v

通过解，右侧 = 0，可知

v = −
(
∇2f (x)

)−1∇f (x)

▶ 对于 1 维问题，为了求解 f ′(x) = 0，
上述意义下 “ 最好 ” 的方向是

v = − f ′(x)
f ′′(x)

1D 的牛顿法示意图
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牛顿减量

确定方向后，我们需要确定最优的步长 t

g(t) = f
(
x + t∆x

)
计算可知，

dg
dt

∣∣∣
t=0

= −∇f (x)⊤
(
∇2f

(
x
))−1

∇f (x) 标记为= −
(
λ(x)

)2
该量 λ(x) 被称为牛顿减量。

10 / 23



阻尼/谨慎牛顿法

Algorithm 1: 阻尼牛顿法/谨慎牛顿法
Input: x(0)，阈值 ϵ

1 while True do
2 计算牛顿步径 ∆x(k) = −

(
∇2f (x(k))

)−1∇f (x(k))

3 计算牛顿减量 λ(x(k)) =

√
∇f (x(k))⊤

(
∇2f

(
x(k)

))−1
∇f (x(k))

4 停止准则：如果
(
λ(x(k))

)2
/2 ≤ ϵ，则退出

5 通过回溯直线搜索选择步长 t(k) > 0

6 x(k+1) = x(k) + t(k)∆x(k)

7 end

若选择步长为 t = 1，则我们称之为纯牛顿法/纯牛顿阶段
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例子 1：考虑凸函数 f (x) = x − ln(x)，它具有唯一的极小值 x∗ = 1。(a) 请
写出阻尼牛顿法的格式，和纯牛顿法的格式；(b) 假设初值 x (0) ∈ (0, 1)，验
证对于阻尼牛顿法，使用回溯直线搜索，并 α = 1/2 时，步长一直为 t = 1，
即实际一直处于纯牛顿阶段；(c) 假设 x (0) = 1/2，请写出误差
ek =

∣∣x (k) − x∗
∣∣ 的具体表达式。

例子 2：2D 例子的数值实验见代码部分
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假设和结论

▶ 基本设定和下降法一样：即假设 mIn×n ⪯ ∇2f (x) ⪯ MIn×n

▶ 额外假设 Hessian 矩阵具有 L-Lipschitz 条件：∥∥∇2f (x)−∇2f (y)
∥∥
2
⩽ L∥x − y∥2

（可以不严格地理解为三阶导数有界）

▶ 结论：迭代次数不会超过

log2 log2

(
2m3

L2ϵ

)
+

M2L2/m5

αβ min {1, 9(1− 2α)2}
(
f
(
x(0)

)
− p⋆

)
“ 若 ϵ → 0,条件数 κ ≫ ∞，以及初始误差增加，则
总体而言我们仍然可以预期所需迭代步数增加。”

14 / 23



直观解释：为何出现 log log
(
1/ϵ)？

假设我们的某步已经比较接近真解 x(k) ≈ x∗，则

▶ 结论 1： 回溯直线搜索得到 t(k) = 1；因此，x(k+1) = x(k) +∆x(k)，

∆x(k) = −
(
∇2f (x(k))

)−1∇f (x(k))；

▶ 为简化，仅考虑一维情况，

f ′(x(k+1)) ≈ f ′(x(k)) + f ′′(x(k))
(
x(k+1) − x(k))+ f ′′′(x(k))

2

(
x(k+1) − x(k))2

= f ′(x(k))− f ′(x(k)) +
f ′′′(x(k))

2

(
x(k+1) − x(k))2

≈ f ′′′(x∗)

2
(
f ′′(x∗)

)2 (f ′(x(k))
)2

因此，误差 ek :=
∣∣f ′(x(k))

∣∣ 满足如下关系
ek+1 = Ce2
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问题 1：ek+1 ≈ Ce2
k 的实际含义是什么呢？

log ek+1︸ ︷︷ ︸
标记为yk+1

≈ log(C) + 2 log ek︸ ︷︷ ︸
标记为yk

→ yk+2 ≈ log(C) + 2yk+1 ≈ log(C) + 2
(

log(C) + 2yk

)
对于一般的 N > k，

yN ≈ (1 + 2 + · · ·+ 2N−k−1) log(C) + 2N−kyk

=
2N−k − 1

(2− 1)
log(C) + 2N−kyk

若 log(C) + yk < 0，则当 N → ∞，yN → −∞，即 eN → 0。

问题 2：为什么该条件或者假设可以满足？
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由于 yN ≈ 2N−k
(

log(C) + yk

)
< 0，我们考虑

−yN ≈ 2N−k D︸︷︷︸
某个正数

log(−yN) ≈ (N − k) log(2) + log(D)

大致意思就是

log
(
− log(eN)

)
︸ ︷︷ ︸

=log log(1/eN)

≈ (N − k) log(2) + log(D)

对于牛顿法，log log(1/eN) 是关于 N 的一次函数。

而对于普通梯度法里面，log(1/eN) 是关于 N 的一次函数。
【这里我们解释了问题 1 的答案】
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log(C) + yk = log(C) + log(ek) 为什么能保证是负数？

答案：我们先假设通过一些迭代 ek 足够小（无论是由于初值选择很巧，或
者由于一段迭代时间后产生这个效果），log(ek) 是一个绝对值很大的负数，
而 log(C) 是某个常数，只要 ek 足够小，就能实现 log(C) + yk < 0。

因而我们可以得到如下重要结论：

纯牛顿法在真解附近一定收敛：
(1D) 若 f ′′(x∗) ̸= 0，f ′′′(x∗) ̸= 0，且初值 x0 足够接近 x∗，则纯牛顿法一定会
收敛，且收敛速度是超指数收敛。由于误差

log log(1/eN) = log(2)N + c

因此，为了满足误差小于 ϵ，我们可以选择 N 满足1

N = log2 log2(1/ϵ)− c

1为简化，取 log 的基底为 2 18 / 23
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定义 (基于文献 2)
对于任意的 p ≥ 1，假设迭代过程收敛，若迭代误差 ek =

∥∥x(k) − x∗
∥∥ 在

k → ∞ 时满足

lim
k→∞

ek+1

ep
k

= C ̸= 0
(
ek 很小时，ek+1 ≈ Cep

k
)

则称该迭代过程为 p 阶收敛。
▶ 当 p = 1，线性收敛

▶ 当 p > 1，超线性收敛

▶ 当 p = 2，平方收敛
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收敛阶数的含义

普通梯度下降法 一阶收敛 log
(

1
eN

)
为关于 N 的一次函数

Newton 法 2 阶收敛/平方收敛 log
(

log
(

1
eN

))
≈ N log(2) + θ2

一般情况的算法 p 阶收敛 log
(

log
(

1
eN

))
≈ N log(p) + θp

其中 θ2 和 θp 是一些和 N 无关的常数；log 的基底只要统一即可
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总结

主要需要掌握的知识：

▶ 能够复述牛顿法的形式
▶ 了解三种不同的推导出牛顿法的视角
▶ 能够复述写出阻尼牛顿法的伪代码
▶ 能够描述牛顿法和普通梯度法的误差在数值实验中的差异
▶ 能知道牛顿法是二阶格式，而普通梯度法是一阶格式；能够描述 p-阶格
式的定义和含义

阅读作业 & 参考资料：
1. 课本第 9.5 章
2. 李庆扬、王能超、易大义，数值分析（第 5 版），华中科技大学出版社，

2018，第 6.3 章
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