
第 2 章：数学基础
(4)：凸优化，以及 CVXPY 的介绍

曹语

课程主页：https://yucaoyc.github.io/math3806
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背景和目标

我们已经了解了凸集和凸函数

凸优化问题的大致可被描述为：定义域 Ω 为凸集，f0 为凸函数

在本节课，我们将

▶ 系统化凸优化的一些基本知识

▶ 介绍一些新例子

▶ 通过这些例子，介绍 CVXPY 的使用方法
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练习：f
(
x
)
= ea⊤x+b 是否是一个凸函数？

【答案见课内】

3 / 34



目录

1. 凸优化问题

2. CVXPY 的基本知识

3. 线性规划问题

4. 二次优化问题

5. 几何规划

6. 总结

4 / 34



凸优化的形式

凸优化问题的基本形式如下：

minimize f0(x)
subject to fi(x) ⩽ 0, i = 1, · · · ,m

a⊤
i x − bi = 0, i = 1, · · · , p

此外，我们要求

▶ 目标函数 f0 是凸函数；
▶ 不等式约束函数 fi (i = 1, 2, · · · ,m) 是凸函数；
▶ 等式约束函数 hi(x) = a⊤

i x − bi 是仿射的，且 ai ̸= 0

=⇒
由于函数 f1, · · · , fm, h1, · · · , hp 皆是凸函数，所以

定义域 Ω 必然是一个凸集！
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对于在一般的凸集上优化凸函数，

▶ 在这个课本中，我们暂时不一定认定它是凸优化
▶ 它被称为抽象的凸优化问题

minimize f0(x) = x2
1 + x2

2

subject to f1(x) = x1
1+x2

2
⩽ 0

h1(x) = (x1 + x2)2 = 0

不是凸优化问题，因为 f1 不是凸
的、h1 不是仿射

该问题属于抽象的凸优化问题

minimize f0(x) = x2
1 + x2

2

subject to x1 ⩽ 0
x1 + x2 = 0

是凸优化问题
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重要定理 (I)

定理
对于凸优化问题，任意局部最优解也是全局最优解。

证明：见课本 4.2 章，或见课堂
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重要定理 (II)

定理 (可微函数 f0 的最优性准则)
若 f0 可微，则 x ∈ Ω 是（全局）最优解，当且仅当

∇f0(x)⊤(y − x) ⩾ 0, ∀y ∈ Ω (1)

对于无约束问题，最优性条件变成

∇f0(x) = 0 (2)

证明：见课本 4.2 章，或见课堂
思路：考虑 g(t) = f0

(
x + t

(
y − x

))
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例子 1：最小化二次函数

考虑极小化二次函数

f0(x) = (1/2)x⊤Px + q⊤x + r

其中，P 是半正定矩阵。

最优性条件为

∇f0(x) = 0 → ?
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▶ 若 P 为正定矩阵，则唯一最优解为 x∗ = −P−1q
▶ 若 P 的特征值可以为 0（具有 α 个重根），则通过特征分解

P = QDQ−1

其中 Q 是正交矩阵，D 是含特征值的对角矩阵，Dii = 0
(i = 1, 2, · · · , α)。上述优化问题等价为

min
y

1

2
y⊤Dy + (Q−1q)⊤y + r

▶ 若 Q−1q 的前 α 个分量有非 0 项，优化问题无解（最小值无下界）
等价于说 q 不在 Range(P)

▶ 若 Q−1q 的前 α 个分量都为 0，优化问题有无穷多个解
等价于说 q 在 Range(P)
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例子 2：只含等式约束问题

minimize f0(x)
subject to Ax = b

假定定义域非空，且 f0 可微。

该优化问题通过方程(1)可以转变成：存在 ν 使得

∇f0(x) + A⊤ν = 0

Ax = b

该形式就是拉格朗日（Lagrange）乘子最优性条件（后面章节会再涉及）。
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CVXPY

CVXPY 是一个基于 Python 的解决凸优化问题的数值包。

安装方法：pip3 install cvxpy

基本的使用方法见代码部分

▶ 简单的例子：
https://www.cvxpy.org/tutorial/intro/index.html

▶ 封装好的函数：
https://www.cvxpy.org/tutorial/functions/index.html
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线性规划的一般形式

线性规划 (Linear Programming LP)：目标函数和约束函数都是仿射

minimize c⊤x + d
subject to Gx ⪯ h (不等式约束)

Ax = b (等式约束)
(3)

其中 c, x ∈ Rn，G ∈ Rm×n, h ∈ Rm, A ∈ Rp×n, b ∈ Rp, d ∈ R

练习：线性规划的可行集的几何名字叫什么？
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线性规划的几何示意图
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标准形式线性规划：

minimize c⊤x
subject to Ax = b

x ⪰ 0
(4)

引理
任意线性规划问题，即公式(3)，可以等价转变为标准形式，即公式(4)。
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例子 1：多面体的 Chebyshev 中心
对于如下的多面体，找到最大的 Euclid 球的问题；最优球的中心被称为多面
体的 Chebyshev 中心

▶ 多面体：
P =

{
x ∈ Rn | a⊤

i x ⩽ bi , i = 1, · · · ,m
}

▶ Euclid 球：
B = {xc + u | ∥u∥2 ⩽ r}

该问题可以被改写成如下线性规划问题：

maximize r
subject to a⊤

i xc + r ∥ai∥2 ⩽ bi , i = 1, · · · ,m
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具体例子

练习：请将如下的四条线构成的多面体写成标准形式

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
y = 5 x
y = 2 x
y = 2 + 3

2x
y = 1 + x
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优化结果
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20 / 34



目录

1. 凸优化问题

2. CVXPY 的基本知识

3. 线性规划问题

4. 二次优化问题

5. 几何规划

6. 总结

21 / 34



二次规划 (Quadratic Programming, QP)
是指具有如下形式的优化问题：

minimize 1
2
x⊤Px + q⊤x + r

subject to Gx ⪯ h
Ax = b

其中 P ∈ Sn
+ 是半正定矩阵

几何示意图：
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二次约束二次规划（QCQP）

minimize 1
2
x⊤P0x + q⊤

0 x + r0
subject to 1

2
x⊤P ix + q⊤

i x + ri ⩽ 0, i = 1, · · · ,m
Ax = b

其中 P i ∈ Sn
+ 是半正定矩阵
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例子 1：最小二乘问题

一般的最小二乘问题（又名回归分析）

min
c

f0(c) = ∥Ac − b∥2 ≡ c⊤(A⊤A
)
c − 2b⊤Ac + b⊤b

其中 A ∈ Rm×n 是矩阵，c ∈ Rn 是优化变量，b ∈ Rm 是给定的数据

该例子就是一个（无约束的）二次规划

练习：请将作业 1 的第一题通过 cvxpy 求解；可下载练习部分的代码

24 / 34



例子 2：多面体间距离

考虑两个多面体

P1 = {x : A1x ⪯ b1}
P2 = {x : A2x ⪯ b2}

优化最小距离可以被改写成如下的二次规划问题：

minimize ∥x1 − x2∥22
subject to A1x1 ⪯ b1, A2x2 ⪯ b2
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优化结果
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例子 3：Markowitz 投资组合优化

▶ xi 表示持有资产 i 的数量
▶ 资产 i 的多头对应 xi > 0
▶ 资产 i 的空头对应 xi < 0

▶ pi 表示资产相对价格变动；p ∈ Rn 为随机变量，均值为 p̄ ，协方差为
Σ，并且假设已知 p̄ 和 Σ

▶ 投资总回报为 r = p⊤x

Markowitz 引入的经典的投资组合优化问题：

minimize x⊤Σ x
subject to p̄⊤x ⩾ rmin

1⊤x = 1, x ⪰ 0
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优化结果
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几何规划

单项式：对于函数 f : Ω → R, 定义域 Ω = Rn
++，且满足

f (x) = cx a1
1 x a2

2 · · · x an
n , c > 0, ai ∈ R

正项式：单项式的和

f (x) =
K∑

k=1

ckx a1k
1 x a2k

2 · · · x ank
n , ck > 0

几何规划 (GP)

minimize f0(x)
subject to fi(x) ⩽ 1, i = 1, · · · ,m

hi(x) = 1, i = 1, · · · , p

f0, · · · , fm 为正项式，h1, · · · , hp 为单项式；定义域 Ω = Rn
++ 隐含约束 x ≻ 0
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凸形式的几何规划

令 yi = log xi , 则上述问题可以等价为：

minimize f̃0(y) = log
(∑K0

k=1 ea⊤
0ky+b0k

)
subject to f̃i(y) = log

(∑Ki
k=1 ea⊤

ik y+bik
)
⩽ 0, i = 1, · · · ,m

h̃i(y) = g⊤
i y + hi = 0, i = 1, · · · , p

由于 f̃i 是凸函数, h̃i 是仿射，因此该问题是一个凸优化问题。

注：前面练习已经说明了 e f̃i 是凸函数；f̃i 是凸函数将作为作业。
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例子 1：最小化表面积

假设我们需要设计某个箱子，其体积固定为 V；我们希望最小化材料（即该
盒子的表面积）。优化问题可以设置如下：

minimize 2
(
x1x2 + x1x3 + x2x3

)
subject to x ⪰ 0

x1x2x3 = V

该问题可以等价变成凸优化问题：

minimize log
(
2ey1+y2 + 2ey1+y3 + 2ey2+y3

)
subject to y1 + y2 + y3 = log(V )
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总结

▶ 能够复述凸优化问题的定义
▶ 能够复述出两个重要定理的内容，以及掌握证明
▶ 基于一定的资料，自行写出简单的优化代码
▶ 掌握线性规划问题的一般形式、几何含义、以及了解上述具体例子
▶ 掌握二次规划问题一般形式、几何含义、以及了解上述具体例子
▶ 知道几何规划的定义和如何将几何规划问题变成凸优化问题

阅读作业 & 参考资料：
▶ 课本第 4.1 - 4.5 章
▶ 阅读第13页中的两个网站链接的内容
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