
第 2 章：数学基础
(3)：凸函数

授课教师：曹语

课程主页：https://yucaoyc.github.io/math3806
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背景和目标

在学习微积分时，有个概念叫做“曲率”（向上弯/向下弯），在一维可以用二
阶导数 f ′′ 来刻画

维数 条件

1 f ′′(x) ≥ 0

n ∇2f(x) ⪰ 0

=⇒ 凸函数

2



本节课的学习目标

• 什么是凸集？（上节课）
• 什么是凸函数？
• 如果 Ω 为凸集，f0 为凸函数，最优解有什么性质？
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判断题：假设定义域 Ω = Rn，且 ∇2f 存在并且连续。请判断下列说法真伪。

T/F 若 x⋆ 是局部极小点，则 ∇2f(x⋆) ⪰ 0

T/F 若 ∇f(x) = 0, 且 ∇2f(x) ⪰ 0，则 x 是局部极小点

T/F 若 ∇f(x) = 0, 且 ∇2f(x) ≻ 0，则 x 是局部极小点

提示：二阶导数/ Hessian 给的是“曲率信息”。
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定义

定义 (凸函数)
考虑函数 f : Ω → R。首先要求定义域 Ω ⊂ Rn 是凸集（保证线段

θx+ (1− θ)y 仍在 Ω 内）。对任意 x,y ∈ Ω 和 0 ⩽ θ ⩽ 1 有

f(θx+ (1− θ)y) ⩽ θf(x) + (1− θ)f(y), (Jensen 不等式)

则称该函数 f 是凸函数。

几何理解：

图像在两点连线（弦）的下方
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课堂练习：利用定义验证

练习： 请利用凸函数的定义（Jensen 不等式），证明：一维仿射函数
f(x) = ax+ b （a, b ∈ R）是凸函数。

练习： 如果我们要证明 f(x) = x2 是凸函数，根据定义我们需要证明怎样的

一个代数不等式成立？
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严格凸 如果当 x ̸= y，0 < θ < 1 时，该不等式严格成立，则称函数 f

是严格凸；

凹函数 如果函数 −f 是凸的，则称函数 f 是凹函数；

严格凹 如果 −f 严格凸，则称函数 f 严格凹。

例子：所有的仿射函数既是凸函数，也是凹函数。
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零阶条件

定理 (凸函数的零阶条件)
考虑定义域为 Ω 的函数 f，f 是凸的当且仅当对于任意 x ∈ Ω 和任意向量

v，函数 g(t) = f(x+ tv) 是凸的（其定义域为 {t | x+ tv ∈ Ω} ）。

大致思路：

• ⇒：若 f 在 Ω 上凸，则可验证限制在任意直线 x+ tv 上仍满足 Jensen 不等式，所以
g(t) 凸。

• ⇐：任取 x,y ∈ Ω，令 v = y − x，并取 g(t) = f
(
x+ t(y − x)

)
，则 t ∈ [0, 1] 对应

x 和 y 连线的线段。由于 g 凸，有 g(θ) ≤ θg(1) + (1− θ)g(0)，即 Jensen 不等式。
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一阶条件

定理 (凸函数的一阶条件)
若 f : Ω → R 可微，

• 则函数 f 是凸函数的充要条件是 Ω 是凸集，且

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x), ∀x,y ∈ Ω

• 函数 f 严格凸的充要条件是 Ω 是凸集，且

f(y) > f(x) +∇f(x)⊤(y − x), ∀x,y ∈ Ω,x ̸= y

直观（碗与小桌板）：在一张“碗”状的函数图像下方垫一块“小桌板（切平面）”，这个桌子

永远只能在碗的下方“稳稳托住”它，绝不会刺穿到碗的内部，即切线或切平面总是给出凸

函数的一个全局下界估计。 10



课堂小测：一阶条件

练习： 考虑一维连续可微函数 f(x) = x2，其定义域为 R。请写出它在
x0 = 1 处的一阶条件不等式：f(x) ≥ f(1) + f ′(1)(x− 1), ∀x ∈ R 并画草图
验证这条切线是否“始终在函数图像的下方”。

练习： 考虑函数 f(x) = x3。请问它在定义域 R 上是凸函数吗？可以利用一
阶条件，或者在草稿纸上画图说明。
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一阶条件的推论

定理 (一阶条件的推论)
若 f 为凸函数且可微，且在某点 x 处 ∇f(x) = 0，则 x 为全局极小点。

“局部即大局”：为什么大家这么喜欢凸函数？这个推论道出了核心：一旦你在谷底找到了一

个平坦的地方（导数为零、局部极小），就不需要再四处寻觅，它就是整个世界的最低点

（全局最优）！
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二阶条件

定理 (二阶条件)
若 f : Ω → R 二阶可微，则

• 函数 f 是凸函数的充要条件是 Ω 是凸集，且 ∇2f(x) ⪰ 0n×n, ∀x ∈ Ω

• 函数 f 是凹函数的充要条件是 Ω 是凸集，且 ∇2f(x) ⪯ 0n×n, ∀x ∈ Ω
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二阶条件的推论

定理 (二阶条件的推论)
若 f : Ω → R 二阶可微，则

• 若 Ω 是凸集，且 ∇2f(x) ≻ 0n×n, ∀x ∈ Ω，则函数 f 是严格凸函数

• 若 Ω 是凸集，且 ∇2f(x) ≺ 0n×n, ∀x ∈ Ω，则函数 f 是严格凹函数

提示：该命题反过来不一定对；例如 f(x) = x4 在 x = 0 处二阶导为零，但它仍然

是严格凸函数。
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课堂小测：二阶条件

练习： 已知二维函数 f(x, y) = 2x2 + 2xy + y2 − 4x+ 6y，定义域均为 R2。

请问这个函数是（严格）凸函数吗？

练习： 如果函数改为 f(x, y) = x2 − y2，它是凸函数吗？
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例子

例题 1: 某个函数既凸又凹 ⇐⇒ 它是仿射函数

例题 2: 二次函数 f(x) = 1
2
x⊤Px+ q⊤x+ r 的凹凸形貌，完全由用来刻画

“锅形”的矩阵 P（即海森矩阵）来决定

例题 3: 对于任意的 a ∈ R, f(x) = eax 在 R 上是凸函数（增长极其夸张的陡
坡，永远朝上弯）

例题 4: 对于任意的 p ≥ 1, f(x) = |x|p 在 R 上是凸函数（各种不同平滑程度
的底部开口向上的碗）

例题 5: 在定义域 (0,∞) 上，对数函数 f(x) = log(x) 是凹函数
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例子

例题 6: 在定义域 (0,∞) 上，负熵函数 f(x) = x log(x) 是凸函数（信息论和
热力学的常用函数）

例题 7: 范数函数 f(x) = ∥x∥ 是凸函数

例题 8: 最大值函数 f(x) = max{x1, x2, · · · , xn} 是凸函数

例题 9: 指数和的对数 f(x) = log(ex1 + ex2 + · · ·+ exn) 在 Rn 上是凸函数
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性质一：凸函数的下水平集为凸集

定义 (α-下水平集)
对于函数 f : Ω → R，α-下水平集定义为

Cα = {x ∈ Ω | f(x) ⩽ α}

定理

若 f 为凸函数，则对于任意 α ∈ R, Cα 是凸集。

简要证明：

• 取任意 x,y ∈ Cα，则 f(x) ≤ α, f(y) ≤ α。

• 由凸性，f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y) ≤ α，因此

θx+ (1− θ)y ∈ Cα，故而 Cα 是凸集。
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探险家看地图的视角：如果你在用等高线地图分析一座山（即凸函数），你

圈出“海拔低于某个高度 α ”的区域（此即“下水平集”），这个区域一定是

向外鼓的凸集形状。
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性质二：Jensen 不等式的拓展

Jensen 不等式

f(θx+ (1− θ)y) ⩽ θf(x) + (1− θ)f(y)

Jensen 不等式的拓展版： 若函数 f 是凸函数，x1, · · · ,xk ∈ Ω,
θ1, · · · , θk ⩾ 0 且 θ1 + · · ·+ θk = 1 ，则

f (θ1x1 + · · ·+ θkxk) ⩽ θ1f (x1) + · · ·+ θkf (xk)

概率视角：如果把 θk 看成是某个事件发生的概率，即 X = xk 的概率为 θk，

则 Jensen 不等式的拓展版可以被改写为

f
(
E(X)

)
≤ E

(
f(X)

)
这里用到：E(X) 本质上就是“加权平均/凸组合”。
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(1) 非负加权

凸函数的非负加权：若 f1, f2, · · · , fk 为凸函数，w1, · · · , wk ≥ 0，则

f(x) =
k∑

i=1

wifi(x)

是凸函数。

即所有凸函数的集合构成一个凸锥
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(2) 复合仿射映射

复合仿射映射： 假设函数 f : Rn → R 为凸函数，矩阵 A ∈ Rn×m ，向量

b ∈ Rn，则如下的函数 g : Rm → R 为凸函数：

g(x) = f(Ax+ b)
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(3) 逐点最大和逐点上确界

逐点最大： 如果函数 f1, f2, · · · , fk 均为凸函数，则逐点最大函数 f

f(x) = max {f1(x), f2(x), · · · , fk(x)}是凸函数。

逐点上确界：如果对于任意 y ∈ A ，函数 g(x,y) 关于 x 都是凸的，则函数

f(x) = supy∈A g(x,y) 是关于 x 的凸函数。

例子：

• 由于 g(x,y) = ∥x− y∥ 关于 x 是凸函数，点 x 到集合 C 最远的距离

是凸函数，即

f(x) = sup
y∈C

∥x− y∥

• 对称矩阵的最大特征值 f(X) = sup
{
y⊤Xy | ∥y∥2 = 1

}
是凸函数
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(4) 复合函数（I）

复合函数：给定函数 h : Rk → R 以及 g : Rn → Rk ，复合函数

f = h ◦ g : Rn → R 为 f(x) = h(g(x))

后续我们先以 n = 1 作为例子（方便直接看二阶导数的符号）。

进一步考虑 k = 1 的情况，

f ′′(x) = h′′(g(x))g′(x)2 + h′(g(x))g′′(x)
我们可以得到一些规律：

• 如果 h 是凸函数且非减，g 是凸函数，则 f 是凸函数；

• 如果 h 是凸函数且非增，g 是凹函数，则 f 是凸函数；

• · · ·

例子： 如果 g 是凸函数，则 eg(x) 是凸函数。更多例子请见课本例 3.13
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复合函数（II）

接下来考虑 k ≥ 2 的情况，f(x) = h
(
g1(x), g2(x), · · · , gk(x)

)
练习：请计算

f ′′(x) = ??

提示：先用链式法则写出 f ′(x) =
∑k

i=1 ∂ih
(
g(x)

)
g′i(x)，再对 x 求导一次。

我们类似可知：如果 h 是凸函数且在每维分量上 h 非减，gi 是凸函数，则 f

是凸函数。【其他类似的结论请见课本】

例子：h(z) = log
(∑k

i=1 ezi
)
是凸函数，且在每个分量上非减，因此只要 gi

是凸函数，f(x) = log
(∑k

i=1 egi(x)
)
是凸函数。 【更多例子见课本例 3.14】
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(5) 最小化

结论（对凸集的部分最小化保凸）：若函数 g(x,y) 关于 (x,y) 是凸函数，集

合 C 是非空凸集，定义

f(x) = inf
y∈C

g(x,y)

假设函数 f 的定义域非空，则 f 是关于 x 是凸函数。

例子： 某点到一个凸集 C 的最小距离是凸函数，即若 C 是凸集，则

dist(x, C) = inf
y∈C

∥x− y∥

是关于 x 的凸函数。

提示： 最大距离是凸函数这一结论对于集合 C 并不需要任何条件；对最小距离，我们需要

集合 C 是凸集；请将该结论和第25页的结论对比。 28



练习： 考虑一维问题

• 说明 C = [−2,−1] ∪ [1, 2] 不是凸集；

• 说明 dist(x, C) = infy∈C ∥x− y∥ 不是关于 x 的凸函数；

• 画出 f(x) = supy∈C ∥x− y∥，并说明该函数是凸函数。
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总结

• 掌握凸函数、凹函数的定义、几何解释

• 掌握零阶、一阶、二阶条件的结论

• 对于具体的例子能验证是否是凸/凹函数

• 知道保凸运算，并能对于具体例子证明保凸运算

阅读作业 & 参考资料：

• 课本第 3.1 - 3.2 章（课本 3.3 章将在后面再介绍）
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参考答案

• 第4页答案：True, False, True

• 第11页答案：y(x) = x3 不是凸函数。当 x > 0 时它是凸的；当 x < 0 时

它是凹的。在 x = 0 处它的切线穿过了图像。

• 第15页答案：第一个函数是凸函数，第二个函数不是凸函数。
1. 先求一阶梯度矩阵 ∇f(x, y)；

2. 再求二阶海森矩阵（Hessian）∇2f(x, y)；

3. 判断海森矩阵是否半正定（或者正定）。
∇2f = [ 4 2

2 2 ], det
(
∇2f

)
= 8− 4 > 0, 正定，所以严格凸。
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